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Chapitre 1Introdution
1.1 Cadre généralLa modélisation de la turbulene est onsidérée omme l'un des grands dé�s à releverpar le monde sienti�que au sièle prohain. L'étude du phénomène physique qu'est laturbulene a réellement ommené il y a déjà une entaine d'années, ave les travauxd'Osborne Reynolds, et, malgré les e�orts onjugués d'innombrables sienti�ques auours de e sièle, de nombreux éoulements dit � de la vie réelle �, par opposition auxas d'éole, sont toujours physiquement mal ompris et leur prédition est loin d'êtresatisfaisante.L'un des exemples les plus riants de phénomène mal maîtrisé est l'in�uene dela présene d'une paroi solide sur la turbulene, e qui est assez déonertant pourquelqu'un qui n'est pas familier ave la dynamique des �uides, tant les parois sont om-niprésentes. Mis à part ertains éoulements dit libres, tels que les jets et les ouhes demélange, et quelques as d'éole omme la turbulene de grille, la plupart des éoule-ments se font soit autour d'un obstale, omme un véhiule ou un bâtiment (éoulementsexternes), soit à l'intérieur d'un domaine limité par des parois, dans une onduite, uneturbine ou un moteur (éoulements internes).Cependant, la présene de la paroi ne se fait sentir que sur une région souvent trèsmine, la ouhe limite. En dehors de elle-i, on peut prédire un éoulement externeen négligeant la visosité du �uide, 'est-à-dire en onsidérant un �uide parfait, régipar les équations d'Euler. C'est le as notamment en aérodynamique externe. L'obs-tale présent dans l'éoulement, par exemple une aile d'avion, n'a plus qu'une in�uenegéométrique. On est alors apable de prédire les aratéristiques de l'éoulement aveune très bonne préision, ainsi que la fore vertiale qui s'exere sur l'aile, la portane.1



2 CHAPITRE 1 INTRODUCTIONCependant, on obtient invariablement une fore de traînée nulle, omme si le �uide n'of-frait auune résistane au mouvement, e qui va totalement à l'enontre de l'expériene.Ce résultat est onnu sous le nom de paradoxe de d'Alembert. Pour lever e paradoxe,on doit prendre en ompte la ouhe limite, qui, bien que d'une très faible épaisseur, estle siège d'une intense transformation d'énergie inétique en énergie interne, responsablede la résistane à l'avanement.1.2 Impat de la paroi sur l'éoulementL'apparition de la ouhe limite est une onséquene de la visosité moléulaire, quioblige le �uide à adhérer à la paroi. De nombreux phénomènes en déoulent, qui serontdérits au ours de ette étude. En fontion du poids relatif de es divers phénomènes,la ouhe limite peut elle-même être divisée en plusieurs zones (f. 2.4). Notamment,l'analyse dimensionnelle [150℄ montre qu'il doit exister, dans la zone la plus prohe dela paroi, une sous-ouhe visqueuse, qui, omme son nom l'indique, est dominée par lese�ets visqueux, et qui est aratérisée, entre autres, par des gradients de vitesse bienplus forts que dans le reste de la ouhe limite. On peut estimer [49℄ que, bien queette zone soit, en pratique, d'une taille d'au moins deux ordres de grandeur inférieureà la taille aratéristique de l'éoulement, elle est typiquement le siège de 50 % de laperte de vitesse entre l'éoulement libre et la paroi. La prise en ompte de la sous-ouhe visqueuse est don très importante, mais malheureusement, elle est égalementtrès déliate.La paroi est à l'origine de phénomènes physiques intenses qui régissent l'ensemblede la ouhe limite. Notons, tout d'abord, qu'elle est la ause essentielle de la turbu-lene elle-même. En e�et, la onjugaison de la visosité du �uide et de la présenede la paroi est souvent à l'origine de la transition de l'état laminaire à l'état turbu-lent (d'autres phénomènes peuvent aussi provoquer la transition). De plus, lorsque laturbulene est établie, elle est essentiellement maintenue par l'équilibre entre deux phé-nomènes onurrents, qui sont tous les deux atifs très près de la paroi : la produtionet la dissipation. La prodution, qui atteint son maximum à la frontière externe dela sous-ouhe visqueuse, est un phénomène de onversion de l'énergie inétique dumouvement moyen en énergie inétique turbulente, qui par onséquent � alimente �la turbulene. La dissipation, quant à elle, atteint son maximum à la paroi même, ettend à faire diminuer l'intensité de la turbulene en transformant son énergie inétiqueen énergie interne. On voit don que la région de très prohe paroi est le siège desprinipaux phénomènes énergétiques qui � pilotent � la turbulene, dont l'in�uene se



1.3. HISTORIQUE 3fait sentir sur toute la ouhe limite par le biais des phénomènes de transport : di�usionmoléulaire, di�usion turbulente et di�usion par la pression.De plus, dans un adre industriel, les quantités les plus importantes à prédire sontsouvent elles qui se mesurent à la paroi même. En dehors du oe�ient de pression àla paroi Cp, qui permet de aluler la portane, et pour lequel on peut faire abstrationde la ouhe limite, les grandeurs à la paroi ne peuvent être prédites orretementque si l'on est apable de simuler ave préision le omportement de la turbulene auvoisinage de elle-i. L'une de es grandeurs est le oe�ient de frottement Cf , quipermet de aluler la fore de traînée qu'exere le �uide sur les parois. Les exemples nemanquent pas : pertes de harges dans une onduite ; fores latérales s'exerçant sur unbâtiment ou sur un pont ; résistane de l'air sur une voiture ou un avion, de l'eau surun bateau ; et. Une autre de es grandeurs primordiales est le oe�ient de transfertthermique, dit nombre de Nusselt (Nu). Ce dernier permet de aluler les éhanges dehaleur entre solide et �uide, et il est souvent le paramètre le plus important à prédireindustriellement : éhanges thermiques dans les entrales életriques, refroidissement desomposants életroniques d'un ordinateur, éhau�ement d'un moteur, et. Et pourtant,nous allons voir que la prédition réaliste du omportement de la turbulene à proximitéd'une paroi n'a ommené à se développer que très réemment.1.3 Historique de la modélisation de la zone de proheparoiOn dispose de très peu de résultats théoriques en turbulene, en dehors de la turbu-lene homogène ou isotrope. Ces résultats ayant servi de base à la modélisation, elle-in'est plus valable dans les situations fortement inhomogènes et anisotropes, e qui estle as à proximité d'une paroi. De plus, les mesures expérimentales étant invariable-ment rendues très di�iles, voire impossibles, dans les régions prohes des parois, notreonnaissane de la physique régissant es régions est restée longtemps launaire. Trèsréemment, au milieu des années 80, l'avènement de super-alulateurs a permis deréaliser des simulations diretes de la turbulene (DNS 1), qui onsistent à résoudre di-retement les équations de Navier�Stokes, sans auune modélisation. Ces � expérienesnumériques �, très �ables et très préises, ont élairé d'un jour nouveau la physique dela prohe paroi et ont permis à la modélisation de réaliser d'importantes avanées.Cependant, il existe un délai important entre le moment où un nouveau type de1. Diret numerial simulations.



4 CHAPITRE 1 INTRODUCTIONmodélisation apparaît dans le adre de la reherhe et elui où il est utilisé de manièreextensive dans l'industrie. Ce temps d'adaptation n'est pas seulement dû à une ertaineinertie du monde industriel, mais aussi à la omplexité des nouveaux modèles et à la�nesse des maillages qu'ils requièrent. C'est pourquoi les méthodes les plus aniennesont enore la vie dure et seront probablement enore largement utilisées à moyen terme.1.3.1 Les fontions de paroiLa sous-ouhe visqueuse représente une très faible portion de l'éoulement : en e�et,on peut estimer, à partir de formules empiriques donnant le oe�ient de frottementen fontion du Reynolds [88℄, que le rapport de sa taille à elle de la ouhe limitevarie à nombre de Reynolds modéré omme Re�7=8Æ (f. [56℄), où ReÆ est le nombrede Reynolds basé sur l'épaisseur de la ouhe limite, et à nombre de Reynolds élevéomme Re�9=10Æ . Dès lors, la �nesse des maillages néessaires pour résoudre les équationsjusqu'à la paroi, ave su�samment de points dans la sous-ouhe visqueuse pour apterles très forts gradients dont elle est le siège, devient très vite prohibitif, sahant que lenombre de Reynolds peut atteindre plusieurs millions dans les appliations industrielles.C'est pourquoi, depuis les premières simulations numériques de la �n des années 60,la tehnique des fontions de paroi a été très populaire, et elle est enore largementutilisée aujourd'hui dans l'industrie.L'utilisation des fontions de paroi a l'avantage ertain de ne pas néessiter l'inté-gration des équations de transport des vitesses et des quantités turbulentes jusqu'à laparoi. En e�et, la sous-ouhe visqueuse est ontenue dans la seule maille de paroi, et onapplique au premier point intérieur au domaine des onditions aux limites estimées enonsidérant que les di�érentes grandeurs suivent un omportement universel (f. � 2.4).De très bonnes desriptions détaillées de ette tehnique, formalisée par Patankar &Spalding [122℄, sont données par Laurene [88℄, Shiestel [134℄, ou enore Launder [77℄.Le prinipe général qui sous-tend les diverses formulations utilisées est l'expressiondes di�érentes quantités en fontion des éhelles de vitesse et de longueur aratéris-tiques de l'éoulement dans la sous-ouhe visqueuse. Ces grandeurs sont u� , la vitessede frottement, et �=u� , où � est la visosité moléulaire inématique du �uide. Onmontre que les variables de l'éoulement, adimensionnées par es éhelles, obéissentà un omportement universel. La méthode la plus simple onsiste alors à évaluer lesonditions aux limites sur les di�érentes variables du problème diretement grâe àleurs valeurs dans la zone logarithmique. L'inonvénient est que, dans e as, le alulest très sensible à la position du premier point intérieur et devient par onséquent trèsdépendant du maillage. C'est pourquoi des méthodes plus élaborées ont été appliquées,



1.3. HISTORIQUE 5fondées sur l'intégration de pro�ls estimés des variables turbulentes à travers la sous-ouhe visqueuse et la zone tampon : il s'agit par exemple de la formulation de Chieng& Launder [14℄ ou de elle à trois ouhes de Amano & Goel [1℄.Ces tehniques de fontions de paroi sont toutes fondées sur l'hypothèse d'une zonede l'éoulement, dite zone inertielle ou logarithmique, aratérisée par une ontrainte deisaillement onstante, qui n'existe que dans la limite des grands nombres de Reynolds.Le omportement � universel � qui en est déduit est en fait dans le as général uneapproximation au premier ordre : la orretion au seond ordre fait apparaître unedépendane en fontion du nombre de Reynolds [150℄. Ce résultat théorique a étémaintes fois observé expérimentalement, et a même été réemment on�rmé par lasimulation direte [2, 110℄. On peut alors se demander si les fontions de paroi ont uneréelle justi�ation et si elles peuvent être d'une quelonque utilité pratique. Il est alorsassez surprenant de onstater qu'elles donnent des résultats plausibles dans un ertainnombre de situations dont ertaines semblent de prime abord totalement hors de leurhamp d'appliation [107℄.Cependant, les exigenes industrielles requièrent mieux qu'une solution simplementplausible, notamment lorsqu'il s'agit de prédire les quantités itées plus haut (Cf , Nu).Par exemple, en e qui onerne le nombre de Nusselt, les fontions de paroi donnentdes résultats totalement erronés dès que l'éoulement n'est plus parallèle à la paroi (jetimpatant), ou lorsque les onditions aux limites thermiques varient brutalement [78℄.D'autre part, elles doivent être ajustées d'un éoulement à un autre : le as de la onve-tion naturelle le long d'une plaque plane néessite des fontions de paroi partiulières,omme elles utilisées par Yuan et al. [166℄, basées sur les développements théoriquesde George & Capp [44℄. So & Yoo [142℄ reensent de nombreuses autres situations pourlesquelles les fontions de paroi sont omplètement inadaptées : séparation, relaminari-sation, transpiration, éoulements omplexes (tridimensionnels, notamment).Dans ette dernière atégorie, le as test du ube posé dans un anal [53℄ est partiu-lièrement probant. Les simulations que nous avons e�etuées dans le adre du workshopERCOFTAC de 1997 [149℄, que e soit ave un modèle k�" ou un modèle au seond ordre,ont montré qu'une partie très importante de l'information sur les strutures turbulentesprès de la paroi était � oubliée � par les fontions de parois [102℄. Notamment, les ex-périenes montrent des pro�ls de vitesse tridimensionnels omplexes très près de laparoi qui ne peuvent évidemment pas être retrouvés lorsque le premier point de alulest au-dessus de ette zone. Il en résulte une très mauvaise prédition des lignes defrottement à la paroi, qui ne peut être améliorée qu'en rapprohant le premier point dealul de ette dernière, tombant alors dans une zone dans laquelle les onditions aux



6 CHAPITRE 1 INTRODUCTIONlimites sur les grandeurs turbulentes ne sont plus valables.Ces premières simulations numériques, qui ont eu lieu en début de thèse, nous ontfortement inités à nous orienter vers des modèles bas-Reynolds, qui onstituent lesujet prinipal de e rapport. De même, Launder [76℄ a suggéré, il y a déjà quinzeans, d'abandonner dé�nitivement les fontions de parois. Malgré ela, en raison deleur simpliité et des rédutions drastiques du nombre de points de maillage qu'ellesautorisent, elles sont toujours très utilisées dans l'industrie et probablement pour delongues années enore...1.3.2 Approhes valables jusqu'à la paroiPour éviter l'utilisation des fontions de paroi, de nombreux e�orts ont été dirigésdepuis une trentaine d'années vers l'intégration des équations de transport de la tur-bulene jusqu'aux frontières solides du domaine. L'idée de base est de simuler l'e�etde la paroi sur la turbulene à l'aide de fontions d'amortissement. La formule de VanDriest [157℄ est la plus anienne, et elle a été d'abord appliquée à des modèles de typelongueur de mélange [125℄. Elle a servi de base à un grand nombre de modèles, ditbas-Reynolds. À la suite de Jones & Launder [57℄, de nombreux k�" bas-Reynolds baséssur des fontions d'amortissement ont été proposés. De même, depuis Hanjali¢ & Laun-der [49℄, e type d'approhe a été utilisé pour étendre le domaine de validité des modèlesau seond ordre jusqu'aux frontières solides. Dans e as, il est également néessaired'introduire des termes dits d'ého de paroi [28, 45, 141℄.L'évolution atuelle de la modélisation est de herher à éviter également e type deorretions. En e�et, elles-i sont ajustées en général par référene à des expérienes :elles ne peuvent alors être valables que sur ertains types d'éoulements, prohes de eluisur lequel elles ont été alibrées, et sou�rent par onséquent d'un manque d'universalité.Atuellement, il est généralement reonnu que des approhes plus élaborées, basées leplus possible sur des onsidérations théoriques, sont néessaires. Le omportement dela turbulene au voisinage des parois peut être reproduit grâe à l'inorporation determes non-linéaires, que e soit dans des modèles à visosité turbulente [146℄ ou auseond ordre [24℄. En�n, une autre approhe est elle proposée par Durbin [35, 38℄,qui évite l'introdution de termes non-linéaires en résolvant une équation di�érentiellesupplémentaire dite de relaxation elliptique. L'in�uene de la paroi se fait alors sentirà travers l'opérateur elliptique. C'est ette approhe, à notre sens la plus prometteuse,qui a été étudiée durant la thèse.



1.4. OBJECTIFS DE L'ÉTUDE 71.4 Objetifs de l'étude1.4.1 Démarhe généraleCette thèse se situe dans le adre des appliations industrielles de la modélisationde la turbulene au sein d'EDF. En partiulier, l'un des points di�iles renontrésatuellement est le alul des transferts thermiques au sein des iruits des entraleséletriques, régissant les éhanges de haleur entre solides et �uides [87℄. On omprendraaisément qu'il y ait une véritable exigene de préision, dans la mesure où es éhangessont déterminants pour les rendements, le dimensionnement des iruits et la séurité.La division reherhe et développement d'EDF herhe alors onstamment à oni-lier deux ontraintes : la �abilité des préditions et le moindre oût des simulationsnumériques. Dans bien des as, par le passé, la omplexité des géométries et les fortsnombres de Reynolds ne permettaient pas d'éviter l'utilisation du modèle k�" haut-Reynolds standard, assoié à des fontions de paroi. Cependant, depuis quelques an-nées, la puissane sans esse arue des super-alulateurs a permis la mise en ÷uvrede méthodes plus élaborées : modèles bas-Reynolds, modèles au seond ordre [91, 128℄,mais aussi simulation des grandes éhelles [129℄.Parmi les modèles bas-Reynolds apparus durant les dernières déennies, auun nesemblait vraiment émerger omme étant supérieur aux autres [123℄. L'apparition dedonnées de simulation direte et l'élairage qu'elles ont apporté sur la physique de laprohe paroi, ainsi que le développement d'un adre théorique pour la modélisation(modélisation invariante [98℄), ont un moment apporté l'espoir que le problème de laprise en ompte de la paroi allait être résolu rapidement. Malheureusement, si d'indé-niables progrès ont été réalisés, la omplexité des modèles non-linéaires les plus réentset l'impression générale de � manipulation � arbitraire des termes pour les adapter unpar un à des éoulements partiuliers n'ont pas permis à la modélisation bas-Reynoldsde s'imposer en dehors du miroosme de la reherhe.C'est pourquoi l'approhe de Durbin, qui rompt radialement ave les préédentes,en se basant sur des onsidérations théoriques et en évitant au maximum l'introdutionde termes ad ho, paraît être la plus prometteuse en terme d'universalité et, e qui estpeut-être l'essentiel, en terme d'aessibilité au plus grand nombre.Cependant, de nombreuses questions restent ouvertes. Nous nous attaherons enpartiulier à l'analyse des raisons des suès renontrés jusqu'à maintenant par etteapprohe. Nous tenterons de lever le voile sur les objetions qui sont habituellementformulées en e qui onerne la validité des hypothèses sous-jaentes au modèle. L'undes buts de ette étude est d'explorer des pistes d'amélioration des performanes de e



8 CHAPITRE 1 INTRODUCTIONdernier, en adoptant résolument une démarhe sienti�que à l'enontre des � manipu-lations � itées plus haut. De plus, dans l'optique industrielle qui nous onerne, noustenterons de démontrer l'appliabilité de ette approhe dans le adre d'un ode généra-liste, aux éléments �nis, utilisant des maillages non-struturés adaptés aux géométriesomplexes.1.4.2 Organisation de l'ouvrageDans un premier temps, nous analyserons les spéi�ités des éoulements en pré-sene de parois solides. Nous nous attaherons à la desription phénoménologique dela turbulene en prohe paroi et à la ompréhension des di�érents méanismes dont laprise en ompte est néessaire dans les modèles bas-Reynolds. Nous nous attarderonségalement sur les omportements asymptotiques des di�érentes grandeurs de l'éoule-ment, ainsi que sur le aratère universel de leur omportement dans le as simple duanal.Ensuite, nous exposerons les méthodes lassiquement utilisées pour développer lesmodèles de turbulene haut-Reynolds et les orretions qu'elles rendent néessaires pourétendre le domaine de validité de es modèles jusqu'aux parois. Nous analyserons alorsles problèmes que es approhes renontrent pour prédire ertains éoulements et enreherherons les auses dans les hypothèses de modélisation.Nous présenterons alors la méthode de la relaxation elliptique et les hypothèsesqui la sous-tendent. Nous mettrons l'aent sur les améliorations que ette méthodeapporte par rapport aux méthodes plus lassiques, ainsi que sur les problèmes qu'ellene résout pas. L'un des points les plus importants de e travail onsiste en l'analyse, àpartir de données de simulation direte, de la validité des hypothèses qui fondent la basethéorique du modèle, qui nous onduira à montrer que des améliorations sont possiblesen prenant en ompte un peu plus �nement les orrélations en deux points, permettantde développer de nouvelles formulations de l'équation de relaxation elliptique.En�n, nous démontrerons l'appliabilité industrielle du modèle réduit à trois équa-tions de transport, le v2�f , en dérivant son implantation dans le ode N3S et sonutilisation sur le as du anal garni de ribs, ave ou sans transferts thermiques.



Chapitre 2Physique de la prohe paroi
2.1 Phénoménologie2.1.1 Méanismes d'instabilitéL'étude de la stabilité linéaire des éoulements laminaires est un outil mathéma-tique puissant pour prédire la transition vers la turbulene. En e�et, il est aujourd'huigénéralement admis que la turbulene résulte d'une suession d'instabilités subies parl'éoulement laminaire initial lorsqu'on augmente le nombre de Reynolds. La solutiondevient alors de plus en plus omplexe et instationnaire, traversant une asade debifurations, pour devenir �nalement haotique. Cette vision de la transition, assez an-ienne, est due à Landau [75℄, et bien qu'elle soit toujours sujette à ontroverse, elle areçu un ertain nombre de on�rmations expérimentales. Elle a été remise réemmentau goût du jour par Ruelle & Takens [132℄, qui ont remarqué qu'il su�sait de quelquesbifurations pour obtenir un état haotique, et elle a béné�ié de nombreux travauxmathématiques sur le haos [8, 9, 103℄.Bien qu'on ne puisse pas déduire diretement de l'étude de la transition les propriétésde la turbulene, il est très utile d'en omprendre les méanismes. En e�et, omme lesouligne Ferziger [43℄, il est étonnant de onstater la similitude qui existe entre lesstrutures instantanées présentes dans les éoulements turbulents et elles qui résultentdiretement de la déstabilisation des éoulements laminaires. Dans les éoulementslibres isaillés, les instabilités sont dues à la présene de points d'in�exion dans lespro�ls de vitesse moyenne, orrespondant à un maximum de vortiité (instabilité deKelvin�Helmholz). Ce méanisme est totalement inviside, 'est-à-dire qu'il ne fait pasintervenir la visosité moléulaire du �uide. En revanhe, la transition qui se produitprès des parois obéit à une physique totalement di�érente, les pro�ls de vitesse moyenne9



10 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIne présentant pas, en général, de point d'in�exion.Il existe essentiellement deux méanismes qui peuvent onduire à la transition deséoulements de prohe paroi. Le premier, appelé bypass transition, est enore de nosjours assez mal onnu. Il se produit lorsque l'éoulement au loin de la paroi est lui-mêmedéjà pleinement turbulent. Les strutures turbulentes de l'éoulement externe viennentalors perturber l'éoulement laminaire présent à proximité de la paroi et délenhent latransition. Orzag & Kells [116℄ notent qu'une perturbation tridimensionnelle peut, engénérant de la vortiité longitudinale, être à l'origine de pro�ls in�exionnels instantanésqui provoquent loalement une bou�ée turbulente (spot), sans que l'on puisse distinguerde véritables strutures organisées.Le seond méanisme, appelé transition naturelle, est beauoup mieux ompris.On peut en partiulier étudier de manière théorique la stabilité linéaire de la solutionlaminaire d'un éoulement de Poiseuille. Pour ela, il su�t d'étudier le omportementtemporel de perturbations in�nitésimales bidimensionnelles 1, dont les modes de Fouriers'érivent : 	(x;y;t) = �(y)eikx(x�t) (2.1)où 	 est la fontion de ourant de la perturbation. L'évolution de es perturbations estdonnée par l'équation d'Orr�Sommerfeld [29, 116℄ :1ikxRe ( d2dy2 � k2x)2� = (U � )( d2dy2 � k2x)�� � d2Udy2 (2.2)À très bas nombre de Reynolds Re, la solution laminaire est stable, 'est-à-dire queles perturbations in�nitésimales sont amorties. À partir d'un nombre de Reynolds ri-tique, Re = 5 772, il existe une bande de nombres d'onde instables, omme l'illustrela �gure 2.1. Il est à noter que, même à des nombres de Reynolds inférieurs à Re, onobserve des modes qui déroissent si lentement qu'ils survivent longtemps dans l'éou-lement. Ce sont les modes les moins stables, onnus sous le nom d'ondes de Tollmien�Shlihting. Ils se développent dans une zone à une ertaine distane de la paroi, appeléeouhe ritique. Ils prennent la forme de tourbillons alignés dans la diretion transverse,qui sont sujets eux-mêmes, à plus haut Reynolds, à une instabilité seondaire qui tendà les aligner dans la diretion de l'éoulement. Il en résulte des tourbillons en formed'épingle (hairpin vorties), qui sont étirés par l'ation du isaillement moyen [130℄. Enaugmentant de nouveau le nombre de Reynolds, es tourbillons, soumis à de nouvellesinstabilités, forment de nouvelles strutures de plus en plus omplexes qui �nissent pardégénérer en un éoulement haotique, la turbulene.1. Le théorème de Squire [29, 116℄ montre que le premier mode instable est bidimensionnel.



2.1. PHÉNOMÉNOLOGIE 11
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Re ReFig. 2.1 � Vue shématique de la ourbe de stabilité marginale de l'éoulement de Poi-seuille laminaire.Ce type de résultats mathématiques ne peut être obtenu que dans des éoulementslaminaires simples. Cependant, le méanisme que nous venons de dérire est également àl'origine de la formation de strutures ohérentes observées dans la zone de prohe paroien turbulene développée. Ces strutures sont elles-mêmes la ause des phénomènesde prodution et de transport de la turbulene qui jouent un r�le essentiel dans leséquations de transport du tenseur de Reynolds.2.1.2 Strutures ohérentesBien que la turbulene ait, depuis Reynolds, été essentiellement traitée omme unproessus stohastique, elle est loin d'être omplètement aléatoire. Si on regarde sonétat à un instant donné, on voit apparaître des tourbillons plus ou moins bien formés,qui semblent, de plus, avoir une ertaine durée de vie. Ces strutures, dites ohérentes 2,jouent un r�le prépondérant dans les méanismes énergétiques de la turbulene.La détetion, la desription et la ompréhension de l'évolution de es strutures enprohe paroi a été l'objet d'une intense reherhe. De nombreux moyens expérimentauxont été mis en ÷uvre dans e but : ertains permettent de visualiser diretement esstrutures, par injetion de olorant [61, 68℄, de partiules de taille visible [19, 42℄ oude bulles d'hydrogène [61, 68℄ ; d'autres permettent d'extraire les strutures ohérentes2. La dé�nition rigoureuse de e qu'est une struture ohérente est très di�ile et est enore unsujet de débats. Nous nous ontenterons ii de donner un sens intuitif à ette notion.



12 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIassoiées à ertains événements (par exemple, les pis de prodution), en réalisant desmoyennes onditionnelles [55, 61, 62, 63, 72℄ ; d'autres enore utilisent l'ensemble desorrélations en deux points [95, 108℄. Ces tehniques ont été appliquées également àdes hamps turbulents alulés par simulation des grandes éhelles [65, 108℄ ou parsimulation direte [58, 67, 100℄.De tous es travaux, un onsensus émerge sur la présene de strutures ohérentesprès de la paroi, et un aord relativement général sur leur desription. En revanhe,il existe à peu près autant d'interprétations des méanismes qui régissent leur réa-tion et leur évolution que d'auteurs. Dans un premier temps, nous allons don nousontenter d'une desription des phénomènes. Ensuite, nous donnerons un aperçu desinterprétations les plus � plausibles �, qui seront, ipso fato, empreintes d'une ertainesubjetivité.Contrairement à e qu'on a longtemps pensé, la sous-ouhe visqueuse n'est pasune région alme et � lisse �. Au ontraire, elle abrite des strutures turbulentes quiapparaissent de manière évidente, notamment dans les expérienes de visualisation, lesstries 3 (streaks). Elles onsistent en des zones de haute et basse vitesse longitudinale,qui alternent dans la diretion z ave une périodiité moyenne en unité de paroi (adi-mensionalisées par �=u� ) de z+ ' 100. Ces stries sont très allongées dans la diretionde l'éoulement, ave une longueur x+ de plusieurs entaines. Elles se forment très prèsde la paroi, de manière totalement aléatoire, à une distane y+ � 10. Les stries à bassevitesse s'éloignent progressivement de la paroi jusqu'à atteindre une zone où elles sedéstabilisent, éjetant du �uide à basse vitesse vers le haut. Cet événement est toutsimplement appelé éjetion (ejetion). Aux stries à basse vitesse sont assoiés des tour-billons en épingle (hairpin vorties), dont les jambes sont des tourbillons ontra-rotatifsdisposés de part et d'autre des stries. Ces tourbillons sont d'une extension longitudinalebien moindre que elle des stries, et sont inlinés d'une trentaine de degrés par rapportà la paroi. Leur tête, qui relie les deux jambes, est pinée à la base et quasi-irulaire,prenant une forme en 
 (f. �gure 2.2).Un autre événement, lié à l'éjetion, est nommé sweep (balayage). Il s'agit de l'in-ursion dans la sous-ouhe visqueuse de grosses strutures venues de la zone externe,qui viennent impater la paroi ave une grande vitesse instantanée eu. Il existe une trèsforte orrélation entre les sweeps et les éjetions, et l'ensemble des événements déritsi-dessus (sweep, formation des stries et des tourbillons en épingle, éjetion) formentun enhaînement désigné par explosion (burst).3. Toutes es strutures ont à l'origine des noms anglais. Nous emploierons en général l'équivalentfrançais, mais e ne sera pas toujours possible.
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strie à basse vitesse

sweep

tourbillon en épingle

éjection

Fig. 2.2 � Vue shématique d'une explosion en prohe paroi. Un seul tourbillon enépingle est représenté, mais en fait haque strie à basse vitesse est assoiée à un paquetde tourbillons en épingle [152℄.
Il semble à peu près admis que e sont les sweeps qui provoquent le délenhementde tout le proessus d'explosion. En revanhe, l'origine de es strutures et les raisonsde leurs inursions dans la zone de prohe paroi ne sont pas lairement omprises. Ilpourrait s'agir de gros tourbillons en épingles qui se forment loin de la paroi [65, 108℄en raison du fort isaillement et dont les têtes en 
 �nissent par former des tourbillonsen anneaux qui viennent impater la paroi [42℄.De plus, peu d'auteurs se risquent à expliquer la formation des stries. Parmi euxqui proposent un méanisme, il y a essentiellement deux visions onurrentes, et parfoisle même auteur donne des interprétations di�érentes d'un artile à l'autre.Dans le premier méanisme proposé [72, 108℄, les sweeps réent les tourbillons enépingle qui à leur tour réent les stries à basse vitesse. Les sweeps, en impatant vio-lemment la paroi, induisent loalement un hamp de vitesse divergeant autour du pointd'impat (splatting e�et). Cei a pour e�et de réer des gradients de vitesse longitu-dinale dans la diretion transverse (�eu=�z). L'e�et de es gradients est de transformerla vortiité transverse e!z en vortiité longitudinale e!x. En e�et, rappelons l'équation



14 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIde transport de la vortiité instantanée 4 :De!iDt = e!j �eui�xj + � �2 e!i�xj�xj (2.3)où De!i=Dt désigne la dérivée partiulaire de e!i. Dans ette équation, 'est le premierterme du membre de droite, dit terme de torsion�étirement, qui joue le r�le le plus im-portant. Du fait de la ondition d'adhérene à la paroi, il y a un fort gradient de vitessemoyenne �U=�y, et, par onséquent, une intense vortiité moyenne 
z. La vortiitéinstantanée e!z �utue don autour d'une forte valeur moyenne, sans qu'il y ait vérita-blement de tourbillons ohérents (nappes de vortiité [108℄). L'équation (2.3) montreque le terme e!z �eu=�z produit de la vortiité e!x (e�et de torsion). Il y a alors formationd'un tourbillon ohérent en épingle, qui induit un hamp de vitesse qui a tendane àamener du �uide à basse vitesse entre ses deux jambes, puis à l'éloigner de la paroi, for-mant ainsi une strie à basse vitesse. Le tourbillon en épingle, lui, a tendane à s'inlinerpar rapport à la paroi, sous l'ation de l'étirement dû au isaillement moyen, les axespropres du tenseur de déformation moyenne Sij formant un angle de 45o par rapportaux axes prinipaux.Le seond méanisme proposé [42, 62, 63, 68℄ est l'inverse du premier. L'impatdu sweep produit diretement les stries à basse vitesse, soit en imposant un gradientde pression adverse qui ralentit le �uide [42, 62℄, soit par un proessus plus subtild'étirement des tourbillons [68℄, qui nous ramène à l'équation (2.3). Dans ette dernière,'est ette fois-i les gradients � ew=�z qui sont invoqués. Il agissent sur la vortiité e!zà travers le terme e!z � ew=�z en l'étirant dans la région d'impat des sweeps et en laompressant dans les régions de remontée du �uide (entre deux régions d'impat, il ya néessairement une région de remontée, par ontinuité). L'étirement a pour e�et dediminuer le diamètre des tourbillons et de les intensi�er. Cei est à l'origine, au sommetdu tourbillon, d'une zone de vitesse instantanée eu plus forte que l'éoulement ambiant,réant ainsi une strie à haute vitesse. Inversement, dans les zones de ompression, desstries à basse vitesse apparaissent. L'alternane suivant l'axe z de stries à haute vitesseet à basse vitesse fait apparaître des gradients �eu=�z, qui transforment la vortiité e!zen tourbillons en épingle, suivant le proessus invoqué plus haut.On voit don que, dans le premier as, les sweeps réent des tourbillons en épinglequi à leur tour réent les stries, alors que dans le seond as, ils réent des striesqui elles-mêmes réent les tourbillons en épingle. En fait, il y a assez peu de preuvesexpérimentales de l'un ou l'autre méanisme, et les séquenes d'événements proposées4. La onvention d'Einstein (sommation sur les indies répétés) s'applique dans et ouvrage, sauflorsque les indies sont notés par des lettres greques.



2.1. PHÉNOMÉNOLOGIE 15semblent quelque peu arbitraires. Il paraît don di�ile d'établir un rapport de auseà e�et entre les tourbillons en épingle et les stries. Probablement, les uns et les autressont réés simultanément et s'intensi�ent mutuellement par les méanismes dérits plushaut.Les deux jambes ontra-rotatives des tourbillons en épingle ont don tendane àéjeter des pohes de �uide à basse vitesse vers le haut. Ces pohes arrivent alorsdans la ouhe de isaillement intense entre la strie et le �uide plus rapide au-dessusd'elle, aéléré par le sweep [19℄. Elles semblent alors soumises à une instabilité due àdes pro�ls in�exionnels instantanés [61℄, qui rée des osillations et des tourbillons quidégénèrent très rapidement en un état haotique, produisant ainsi de la turbulene. La�gure 2.2 résume l'enhaînement des événements qui onstituent l'explosion.2.1.3 Lien entre strutures instantanées et hamp moyenIntroduisons la déomposition lassique de Reynolds des grandeurs instantanées enparties moyennes et �utuantes : e' = � + ' (2.4)où e' est une grandeur instantanée quelonque et � = e' désigne sa moyenne d'en-semble 5. Le mouvement instantané du �uide est régi par les équations de Navier�Stokes 6 : �eui�t + euj �eui�xj = �1� � ep�xi + � �2eui�xj�xj (2.5)et, pour un �uide inompressible, par l'équation de ontinuité :�eui�xi = 0 (2.6)En introduisant la déomposition (2.4), on obtient les équations de Navier�Stokesmoyennées 7 : �Ui�t + Uj �Ui�xj = �1� �P�xi + � �2Ui�xj�xj � �uiuj�xj (2.7)Rij = uiuj est appelé tenseur de Reynolds. L'équation de ontinuité devient :�Ui�xi = 0 (2.8)5. Le fait d'utiliser une moyenne d'ensemble montre qu'on ne traite plus, à partir de maintenant, laturbulene omme un phénomène haotique (don déterministe), mais omme un phénomène aléatoire.6. On se plae délibérément dans le as le plus simple, sans fores volumiques ni rotation d'ensemble.7. On note P la pression moyenne ar on réserve P pour la prodution d'énergie turbulente.



16 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROILes équations de transport des tensions de Reynolds sont données par :�uiuj�t + Uk �uiuj�xk| {z }Cij = � �2uiuj�xk�xk| {z }D�ij � �uiujuk�xk| {z }DTij � 1�ui �p�xj � 1�uj �p�xi| {z }��ij� uiuk�Uj�xk � ujuk �Ui�xk| {z }Pij � 2� �ui�xk �uj�xk| {z }"ij (2.9)où Cij, D�ij, DTij, ��ij, Pij et "ij sont appelés respetivement terme de onvetion, dedi�usion moléulaire, de di�usion turbulente, de orrélation vitesse�gradient de pression(ou plus simplement de pression), de prodution et de dissipation.Il n'est pas évident a priori de faire le lien entre les di�érents termes de l'équa-tion (2.9) et les strutures instantanées dérites plus haut. Dans un éoulement enanal, le terme le plus important est le terme de prodution P11, qui � alimente � laomposante u2, et qui est ensuite redistribué sur les autres omposantes diagonales parle terme de pression. C'est le seul terme qui produit de l'énergie turbulente k = 12uiui,puisque P = 12Pii, qui est son taux de prodution, vaut en anal 12P11. Il est possible,par une tehnique de moyennes onditionnelles, d'assoier la prodution turbulente auxexplosions qui ont lieu dans la zone de prohe paroi [61, 100℄. Cette tehnique onsisteà aluler une moyenne d'ensemble sur les réalisations de l'éoulement assoiées à desévénements partiuliers. Cette méthode reste assez subjetive dans la mesure où lerésultat dépend du ritère hoisi pour délimiter la période d'explosion. Cependant, quelque soit e ritère, une onstatation s'impose : l'essentiel de la prodution de turbulenea lieu pendant les explosions. Kim et al. [61℄, sans donner de ritère lair sur la détetiondes périodes d'explosion, signalent que la totalité de la prodution a lieu durant espériodes dans la zone de prohe paroi (y+ � 100). Alors que les explosions, telles qu'ilsles délimitent, ne ouvrent que 50 % du temps, elles sont à l'origine de presque 100 % dela prodution (il y a une inertitude de 25 % sur les résultats). Les auteurs envisagentmême que e hi�re puisse dépasser 100 %, la période inter-explosions pouvant êtreune période de prodution négative. Corino & Brodkey [19℄ ne s'intéressent qu'auxéjetions : telles qu'ils les dé�nissent, elles ne ouvrent que 18 % du temps, mais rendentompte de 50 % de la prodution. Lyons et al. [100℄ arrivent à des onlusions similairesà partir de données de simulation direte.Le méanisme de prodution est assez simple : e sont les sweeps et les éjetions quien sont responsables. Lors d'un sweep, du �uide venant de l'extérieur vient impaterla paroi (v < 0). Comme le gradient de vitesse moyenne est positif, le �uide se trouve



2.2. EFFETS INDUITS PAR LA PAROI 17alors dans une zone où la vitesse � ambiante � est plus faible que la sienne. Il provoquealors loalement une vitesse �utuante u > 0. Il rée don de l'énergie turbulente surla omposante u2 du tenseur de Reynolds. Cette prodution est traduite dans (2.9) parle terme Pij : le sweep orrespond à un uv négatif, qui, ombiné au gradient de vitessepositif, produit de la turbulene. Il en est de même pour le phénomène d'éjetion (v > 0)de �uide à basse vitesse (u < 0).De plus, les éjetions sont responsables d'une forte di�usion turbulente DTij. Ene�et, si elles produisent essentiellement de l'énergie turbulente aux alentours de y+ = 11(maximum de prodution), le �uide éjeté ontinue sur son élan à s'éloigner de la paroi,ontribuant ainsi à la di�usion. La déstabilisation, dérite préédemment, du �uideéjeté par les gradients de vitesse instantanée, provoque des mouvements haotiquesdont les plus violents peuvent même venir impater la paroi [19℄, ontribuant ainsiégalement à la di�usion turbulente en diretion de ette dernière.Corino & Brodkey [19℄ dé�nissent ainsi trois zones di�érentes dans l'éoulement :la première (0 � y+ � 5), est une zone passive, mais absolument pas laminaire, ar ony trouve des mouvements désordonnés dus à l'in�uene de la zone au-dessus d'elle ; ladeuxième (5 � y+ � 70), est la zone ative, siège des éjetions de pohes �uides et deleur élatement dû aux pro�ls de vitesse instantanée ; la troisième (70 � y+), ontientde nombreux tourbillons originaires de la zone ative, dont la taille roît au fur et àmesure qu'ils s'éloignent de la paroi.On voit don que les événements qui ont lieu près de la paroi et les strutures ohé-rentes qui leur sont assoiées jouent un r�le déterminant : ils produisent la turbulene etin�uenent une grande partie de l'éoulement. Forts de ette onstatation, nous allonsdésormais nous intéresser plus spéi�quement aux e�ets induits par la paroi sur leshamps moyens, qu'il est néessaire de prendre en ompte pour modéliser les équationsde transport du tenseur de Reynolds (2.9).2.2 E�ets induits par la paroi à prendre en omptedans les modèlesDans la adre de la modélisation aux moyennes de Reynolds, basée sur la déomposi-tion (2.4), il est néessaire de prendre en ompte la manière dont la présene d'une paroidans l'éoulement a�ete elui-i, non plus au niveau des hamps instantanés, mais auniveau des moyennes d'ensemble. Nous avons vu, à la setion préédente, omment lesexplosions a�etent la prodution et le transport turbulent. Le but de ette setion est



18 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIde reenser les e�ets les plus importants induits par la paroi sur les grandeurs moyennes.Nous allons lasser eux-i parmi deux atégories, qui n'ont rien d'arbitraire, dans lamesure où elles orrespondent à des phénomènes physiques de nature di�érente : lese�ets dynamiques et les e�ets inématiques.2.2.1 E�ets dynamiquesCisaillement moyen. Les e�ets dynamiques qui se manifestent en présene d'uneparoi sont eux qui sont dus à la visosité moléulaire du �uide. Le premier, qui est leplus évident, est l'apparition d'un fort gradient de vitesse moyenne U . Il est dû à laondition d'adhérene à la paroi. Nous avons vu au � 2.1.3 que 'est l'existene de egradient de vitesse moyenne qui permet aux strutures instantanées de l'éoulement deproduire de l'énergie turbulente. Cette prodution étant intense dans la région autour dey+ = 11, elle est à l'origine d'une forte inhomogénéité de la turbulene dans la diretionnormale à la paroi, qui fait apparaître des phénomènes de transport. La produtionde turbulene est évidemment l'e�et le plus important à prendre en ompte dans lesmodèles, mais ette tâhe est loin d'être la plus di�ile. Notamment, dans les modèlesau seond ordre, dans lesquels on résout les équations de transport du tenseur deReynolds (2.9), le terme de prodution Pij ne fait pas intervenir de termes d'ordresupérieur (orrélations triples), et ne néessite don auune modélisation.Amortissement visqueux de la turbulene. Cependant, d'autres e�ets très im-portants se manifestent, qui peuvent être plus aisément appréhendés en l'absene deisaillement moyen. C'est pourquoi il est utile de s'intéresser à un éoulement partiu-lier, dans lequel la paroi se déplae à la même vitesse que l'éoulement. La onditiond'adhérene est alors respetée sans que le pro�l de vitesse moyenne ne soit perturbé :le gradient �U=�y est nul et il n'y a plus de prodution de turbulene. Cet éoule-ment a fait l'objet de diverses études expérimentales [4, 151, 155℄, d'une simulationdirete [124℄, ainsi que d'une desription théorique [51, 52℄. De la même manière quepour la vitesse moyenne, la visosité moléulaire impose l'annulation des vitesses �u-tuantes dans le plan tangent à la paroi, en dissipant l'énergie inétique en haleur. Ilen résulte une hute de turbulene à l'approhe de la paroi et don l'apparition d'uneinhomogénéité, qui génère des phénomènes de transport turbulent. Lorsque l'éoule-ment arrive sur le bord d'attaque d'une plaque mouvante (tapis roulant [4, 151, 155℄)située dans l'éoulement, ou lorsqu'on introduit la paroi à un instant t = 0, numéri-quement [124℄ ou par la pensée [51, 52℄, l'e�et de la visosité ne se fait sentir queprogressivement. Une ouhe limite visqueuse se développe, dont l'épaisseur Æ�, dé�nie



2.2. EFFETS INDUITS PAR LA PAROI 19par la hauteur à laquelle u0 = u21=2 atteint 99 % de sa valeur à l'in�ni, peut être esti-mée [52℄ par Æ� = 4:0(x�=U1)1=2, x = 0 orrespondant au bord d'attaque de la plaque.L'e�et de la visosité se fait don sentir progressivement, dans des zones de plus en pluséloignées de la paroi.E�et bas-Reynolds. Un troisième e�et dynamique est provoqué indiretement parla diminution de la turbulene : l'e�et bas-Reynolds. En e�et, lorsque le nombre deReynolds turbulent ReT = k2=�" est su�samment élevé, la turbulene atteint un étatlimite, dans lequel les gros tourbillons les plus énergétiques et les petits tourbillons,sièges de la dissipation, orrespondent à des éhelles séparées de plusieurs ordres degrandeur. Cette séparation d'éhelle permet de onsidérer que les grosses struturesne sont pas in�uenées par la visosité moléulaire et que les strutures dissipativessont isotropes [71℄. Lorsque le nombre de Reynolds turbulent déroît en dessous d'uneertaine valeur, typiquement ReT � 100, les éhelles des tourbillons énergétiques etdissipatifs ommenent à se reouvrir mutuellement. La visosité ommene à se fairesentir sur les gros tourbillons et la di�usion moléulaire D�ij devient signi�ative dans(2.9). De plus, la séparation d'éhelle est insu�sante pour que l'anisotropie des grossesstrutures n'ait pas une in�uene à toutes les éhelles du spetre : les strutures dissi-patives perdent alors leur aratère isotrope.2.2.2 E�ets inématiquesÉho de paroi. Le premier des e�ets inématiques, souvent onsidéré à tort ommele plus important, est l'e�et dit d'ého de paroi. Ce onept a pour origine l'expressionintégrale de la pression dans le as d'un éoulement dans un domaine 
 borné parune plaque plane in�nie située en y = 0. La pression �utuante véri�e une équation dePoisson, obtenue en prenant la divergene des équations de Navier�Stokes :r2p = �2��Ui�xj �uj�xi � ��ui�xj �uj�xi + ��ui�xj �uj�xi (2.10)À la paroi, �p=�y = ��2v=�y2, mais on peut, en première approximation, appliquerla ondition aux limites �p=�y = 0 (ela revient à négliger la pression de Stokes [64℄).Dans ette géométrie, la solution de ette équation peut se mettre sous la forme :p(x) = Z
r2p(x0) � 14�kx0 � xk � 14�kx0� � xk!| {z }G
 dV (x0) (2.11)



20 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIoù x et x0 sont des veteurs positions et dV l'élément de volume. x0� représente l'imagede x0 par symétrie par rapport à la paroi. On voit tout d'abord que la pression dépenddes �utuations de vitesse sur l'ensemble du domaine : elle est dite non-loale. De plus,on voit apparaître dans la fontion de Green G
 l'image du point x0. On peut réérirel'équation (2.11) sous la forme :p(x) = � ZIR3 r2p(x0) dV (x0)4�kx0 � xk (2.12)en étendant la fontion p par symétrie à l'espae IR3 entier : p(x0�) = p(x0). On voitdon que tout se passe omme si la pression était in�uenée par la turbulene dans ledomaine et par son image par symétrie par rapport à la paroi. Cei est dû à la onditionaux limites �p=�y = 0, qui est une ondition de ré�exion totale. On appelle don ete�et l'ého de paroi, par analogie ave l'aoustique. Comme le �uide est inompressible,l'ého est instantané. Il en résulte, omme le montre l'équation (2.11), une ampli�ationde la pression en un point donné. Lorsque x est à la paroi, le terme prinipal et le termeimage sont égaux, et la pression est don double de e qu'elle serait sans et e�et.On déompose généralement le terme de orrélation vitesse�gradient de pression ��ijqui apparaît dans les équations de transport des tensions de Reynolds en termes deorrélation pression�déformation �ij = ��1 p (�ui=�xj + �uj=�xi) et de di�usion par lapression Dpij = ���1 �=�xk (uipÆjk + ujpÆik). �ij hérite alors diretement des propriétésde la pression : il est non-loal et sujet à l'ého de paroi. En e�et, son expression intégralese déduit de (2.11) :��ij(x) = � Z
r2p(x0) �ui�xj (x) + �uj�xi (x)! 14�kx0 � xk + 14�kx0� � xk!dV (x0)(2.13)Ce terme a pour e�et de redistribuer l'énergie inétique entre les tensions de Reynolds.Généralement, il redistribue l'énergie de la omposante � rihe �, u2, vers les ompo-santes � pauvres �, v2 et w2, ayant don tendane à rétablir l'isotropie de la turbulene.Or, en présene d'une paroi, on onstate expérimentalement que l'e�et de retour à l'iso-tropie est atténué. Dans un artile très élèbre, Launder et al. [81℄ ont a�rmé que laforme intégrale (2.13) montre que l'e�et d'ého de paroi est à l'origine de ette rédu-tion. Cet argument est devenu très populaire dans la ommunauté de la modélisationde la turbulene, et a servi de base à toute une lasse de modèles, utilisant des termesorretifs dits termes d'ého de paroi.Cependant, et argument est inorret : dans l'équation (2.13), le terme image estdu même signe que le terme prinipal. Son e�et, en haque point x0, est don une�et d'ampli�ation. L'e�et global, après intégration sur tout le domaine, pourrait à



2.2. EFFETS INDUITS PAR LA PAROI 21la rigueur être de signe opposé si les zones où l'intégrande de �ij est loalement designe opposé à �ij étaient ampli�ées onsidérablement par le terme image, e qui n'estpas le as. Une étude détaillée de e problème peut être trouvée en annexe C : la basede données de simulation direte de Moser et al. [110℄ d'un anal à Re� = 590 a étéanalysée. La question de l'e�et d'ého de paroi 8 a été étudiée à la setion � 4.1 del'artile. On voit sur les �gures 1(a,b) que l'ého de paroi ne peut résulter qu'en uneampli�ation de la redistribution, ontrairement à e qui est a�rmé le plus souvent.L'e�et d'atténuation du retour à l'isotropie, qui masque ette ampli�ation, ne peutdon être dû qu'à d'autres phénomènes physiques.E�et de bloage. L'imperméabilité de la paroi impose la ondition aux limites v = 0.Les �utuations normales à la paroi sont don bloquées par elle-i. Ce bloage imposedon un amortissement de v0 (valeur rms). Mais et amortissement est augmenté parl'inompressibilité de l'éoulement : en e�et, les onditions aux limites u = w = 0, dues àla visosité, imposent indiretement, par le biais de l'équation de ontinuité, la ondition�v=�y = 0. Cette ondition est don avant tout inématique, ar elle déoule de laontinuité, mais elle est indiretement liée à la visosité moléulaire. L'e�et onjuguédes onditions v = 0 et �v=�y = 0 fait que v0 subit un amortissement bien plus fort queelui de u0 et de w0. Il en résulte que la turbulene atteint, près de la paroi, un étatlimite à deux omposantes.L'e�et de e bloage est quasi-immédiat, ontrairement à l'e�et d'amortissementvisqueux. Dans le as de l'éoulement, ité plus haut, le long d'une plaque plane enmouvement à la vitesse U1, le bloage se fait sentir très rapidement à partir de l'instantoù l'éoulement atteint le bord d'attaque de la plaque [52℄. Cei est dû à la non-loalitéde la pression, qui peut don � sentir � la présene de la paroi immédiatement, mêmesi elle-i est éloignée. Il en résulte un amortissement de v0, jusqu'à une distane de laparoi de l'ordre de la taille des plus grosses strutures. L'énergie est redistribuée vers lesomposantes u0 et w0, provoquant l'augmentation de es dernières. Ce n'est qu'ensuiteque l'e�et visqueux entre en jeu pour amortir à leur tour es omposantes [4, 124℄.L'e�et d'atténuation de la redistribution est don bien un e�et de la pression, maisn'a rien à voir ave l'ého de paroi. Une �utuation de vitesse en diretion de la paroirée une augmentation de pression qui la bloque et fore l'énergie inétique à se dé-tourner sur les autres omposantes. C'est le même e�et qui rée les tourbillons en fer àheval en amont d'obstales plaés dans l'éoulement. La pression s'adapte de manière8. Dans l'artile en annexe C, 'est ��ij et non �ij qui est étudié, pour des raisons qui apparaîtrontlairement au � 4. Cependant, les onlusions sont valables également pour �ij .



22 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIà imposer à tout instant la ontrainte de ontinuité 9. Cet e�et s'oppose au retour àl'isotropie, et rée don un amortissement du terme ��ij.La di�ulté réside ii dans le fait que le bloage est une onséquene de l'inompres-sibilité, qui n'est prise en ompte dans les modèles qu'au niveau moyen. La résolutionexpliite de ette ontrainte et le alul du hamp de pression qui lui orrespond per-met de reproduire l'e�et de bloage sur la omposante moyenne normale à la paroi V .En revanhe, l'inompressibilité au niveau �utuant n'est pas imposée, et la pression�utuante n'est pas résolue. Il en résulte que l'e�et de bloage de la omposante �u-tuante v, et par onséquent des tensions de Reynolds v2, uv et vw, n'est pas reproduitexpliitement. Il faudra don déployer une ertaine ingéniosité pour prendre en ompteet e�et dans les modèles de turbulene.2.2.3 Conséquenes pour la modélisationLes e�ets dynamiques et inématiques sont de nature profondément di�érente. Ilpeuvent d'ailleurs se manifester indépendamment les uns des autres. Par exemple, prèsd'une interfae entre deux �uides de densités di�érentes, les e�ets inématiques serontseuls à jouer un r�le. Au ontraire, dans un éoulement libre, si on baisse le nombre deReynolds, seuls des e�ets dynamiques apparaîtront.De plus, en éoulement de prohe paroi, es e�ets ont une in�uene sur des éhellesde longueur très di�érentes. Les e�ets dynamiques se manifestent dans une région trèsprohe de la paroi, d'une taille proportionnelle à la sous-ouhe visqueuse, tandis queles e�ets inématiques se font sentir jusque dans la zone logarithmique [46℄.Il onvient don de distinguer deux notions qui sont souvent onfondues : la notiond'éoulement bas-Reynolds, et elle d'éoulement de prohe paroi, qui allie les e�etsbas-Reynolds aux e�ets inématiques induits par la géométrie. Cette distintion a desonséquenes très importantes pour la modélisation : on doit prendre en ompte sé-parément es e�ets [46℄. L'approhe bas-Reynolds lassique, présentée au � 1.3.2, quiherhe à reproduire l'impat de la paroi sur l'éoulement grâe à des fontions d'amor-tissement dépendant uniquement de ReT est insu�sante. Il est néessaire d'introduireégalement une information sur la présene de la paroi. Ce peut être une dépendanedirete en y, méthode qui est malheureusement inappliable en géométrie omplexe ;en un paramètre de struture, omme le paramètre d'aplatissement A de Lumley [98℄(�atness parameter) ; ou, idéalement, par l'intermédiaire d'une équation di�érentielle,omme l'équation de relaxation elliptique.9. En inompressible, la pression joue le r�le d'un multipliateur de Lagrange.



2.3. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES 232.3 Comportements asymptotiques des termes de l'équa-tion de transport du tenseur de Reynolds2.3.1 Introdution des développements de TaylorIl est utile, dans l'optique de modéliser les di�érents termes de l'équation de trans-port des tensions de Reynolds, d'étudier le omportement asymptotique de haun dees termes au voisinage de la paroi. Nous allons don nous plaer dans le adre simpled'un éoulement en anal, pour lequel les vitesses moyennes V et W sont nulles, et lesautres quantités moyennes sont des fontions de y uniquement, mise à part la pressionmoyenne P , qui varie linéairement ave x. On peut alors introduire les développementsde Taylor suivants : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
U = A0 + A1 y + A2 y2 + O(y3)u = a0 + a1 y + a2 y2 + O(y3)v = b0 + b1 y + b2 y2 + O(y3)w = 0 + 1 y + 2 y2 + O(y3)p = p0 + p1 y + p2 y2 + O(y3) (2.14)

Les oe�ients Ai sont onstants. En revanhe, les oe�ients ai, bi, i et pi sontdes variables aléatoires, qui dépendent en outre des oordonnées d'espae x et z. Lesonditions aux limites à la paroi étant U = u = v = w = 0, on a A0 = a0 = b0 = 0 = 0.De plus, l'équation de ontinuité donne, pour les vitesses �utuantes :�ui�xi = 0 (2.15)e qui se traduit, à la paroi, par �v=�y = b1 = 0. Les développements (2.14) se réduisentdon à : 8>>>>>>>><>>>>>>>>:
U = A1 y + A2 y2 + O(y3)u = a1 y + a2 y2 + O(y3)v = b2 y2 + O(y3)w = 1 y + 2 y2 + O(y3)p = p0 + p1 y + p2 y2 + O(y3) (2.16)

Notons qu'il existe une in�nité de relations entre les di�érents oe�ients. Les plussimples déoulent des équations de Navier�Stokes, qui donnent à la paroi :�p�xi = ��2ui�y2 (2.17)



24 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIoù � est la visosité dynamique du �uide. On a don8>>>>><>>>>>: �p0�x = 2�a2p1 = 2�b2�p0�z = 2�2 (2.18)Ces relations seront très utiles plus loin.D'autres relations peuvent être failement déduites des équations du mouvement.Par exemple, l'équation de ontinuité en donne une in�nité. En e�et, pour tout i, ona : �ai�x + (i + 1) bi+1 + �i�z = 0 (2.19)D'autres relations très importantes proviennent des propriétés de symétrie de l'é-oulement. En e�et, les tensions de Reynolds uw et vw sont nulles, e qui s'érit :8<:uw = a11 y2 + (a12 + a21) y3 + O(y4) = 0vw = b21 y3 + O(y4) = 0 (2.20)et don a11 = 0, b21 = 0, a12 + a21 = 0, et.L'analyse mathématique ne donne ii que des résultats asymptotiques et auunepréision sur les oe�ients. On voit par exemple qu'en première approximation, lavitesse moyenne varie linéairement ave la distane à la paroi. Seules les expérienesou les simulations diretes peuvent préiser l'épaisseur de la région sur laquelle etteapproximation est valable. C'est ette région que l'on appelle la sous-ouhe visqueuse(f. � 2.4).La �gure 2.3 montre l'évolution de U+ en fontion de y+, donnée par la simulationdirete de Moser et al. [110℄ d'un anal à Re� = 590 (Re� = hu�=�). Les exposants � + �indiquent que les quantités sont adimensionnées par la visosité � et par la vitesse defrottement u� dé�nie par : u2� = � dUdy �����0 (2.21)Par dé�nition de u� , on a don dU+=dy+ = 1 à la paroi. Cei montre que le premieroe�ient non nul du développement de Taylor de U est A1 = u2�=�. La �gure 2.3montre que l'approximation linéaire de U est valable environ jusqu'à y+ = 5. C'est equi dé�nit l'épaisseur de la sous-ouhe visqueuse.Les oe�ients des termes dominants, a1, b2, 1 et p0 étant des fontions aléatoires,on ne peut s'intéresser qu'à leurs valeurs rms, qui sont liées aux valeurs rms de u, v, w
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y+Fig. 2.3 � Pro�l de U dans la sous-ouhe visqueuse. DNS de Moser et al. [110℄ àRe� = 590. Æ U donné par la DNS ; Pro�l linéaire U+ = y+.
et p, respetivement. En e�et, on a :8>>>>><>>>>>: u0 = a01 y + O(y3=2)v0 = b02 y2 + O(y5=2)w0 = 01 y + O(y3=2)p0 = p00 + O(y1=2) (2.22)
Les pro�ls de es grandeurs estimées à partir de la même DNS sont traés sur la �-gure 2.4, en axes logarithmiques. L'approximation de u0 à l'ordre 1 est valable jusqu'ày+ ' 5, omme pour U . Il en est de même pour p0. En revanhe, les termes dominantsde v0 et w0 ne sont de bonnes approximations que jusqu'à y+ ' 2. Les valeurs rmsdes oe�ients peuvent être estimées par régression linéaire. On obtient : a0+1 ' 0;40 ;b0+2 ' 0;011 ; 0+1 ' 0;26 ; p0+0 ' 5;18.
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Fig. 2.4 � Pro�ls de u0, v0, w0 et p0 (valeurs rms) donnés par la DNS de Moser etal. [110℄ à Re� = 590. Æ u0 ; 2 v0 ; 3 w0 ; 4 p0 ; approximations au premier ordre.2.3.2 Tensions de ReynoldsDes équations (2.16) on peut déduire failement les omportements asymptotiquesdes tensions de Reynolds :8>>>>><>>>>>: u2 = a21 y2 + 2a1a2 y3 + O(y4)v2 = b22 y4 + 2b2b3 y5 + O(y6)w2 = 21 y2 + 212 y3 + O(y4)uv = a1b2 y3 + (a2b2 + a1b3) y4 + O(y4) (2.23)On voit que, du fait de l'amortissement plus fort de v, les omposantes du tenseur deReynolds qui ontiennent v déroissent plus vite que les autres au voisinage de la paroi.En partiulier, v2 se omporte à l'ordre dominant omme y4, induisant une très forteanisotropie. A la limite y ! 0, la turbulene atteint don un état à deux omposantes.Cette propriété est très importante à reproduire dans les simulations numériques, etelle onstitue un point d'ahoppement pour beauoup de modèles. On peut dé�nir laproportion d'énergie inétique turbulente portée par la omposante diagonale u2� par lerapport u2�=2k. Le développement asymptotique de k étant :k = 12uiui = 12(a21 + 21) y2 + (a1a2 + 12) y3 + O(y4) (2.24)
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y+Fig. 2.5 � Répartition de l'énergie inétique turbulente. DNS de Moser et al. [110℄ àRe� = 590. Æ u2=2k ; 2 v2=2k ; 3 w2=2k.on a : 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
u22k = a21a21 + 21 + O(y)v22k = b22a21 + 21 y2 + O(y3)w22k = 21a21 + 21 + O(y) (2.25)

On voit don qu'au voisinage de la paroi, u2 et w2 sont porteurs d'une partie �nie del'énergie turbulente, tandis que elle portée par v2 tend vers zéro. Ce omportementest illustré par la �gure 2.5.2.3.3 Bilans asymptotiques des tensions de ReynoldsLes équations de transport des tensions de Reynolds se réduisent en anal à :� �2u2�y2| {z }D�11 � �u2v�y| {z }DT11 � 2�u�p�x| {z }��11 � 2uv�U�y| {z }P11 � 2� �u�xk �u�xk| {z }"11 = 0 (2.26)
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Fig. 2.6 � Comportements asymptotiques des termes du bilan des tensions de Reynolds(en valeur absolue) : (a) u2 ; (b) v2 ; () w2 ; (d) uv. DNS de Moser et al. [110℄ àRe� = 590. Æ D�ij ; 2 DTij ; 3 ��ij ; 4 Pij ; � "ij.� �2v2�y2| {z }D�22 � �v3�y| {z }DT22 � 2�v �p�y| {z }��22 � 2� �v�xk �v�xk| {z }"22 = 0 (2.27)

� �2w2�y2| {z }D�33 � �vw2�y| {z }DT33 � 2�w�p�z| {z }��33 � 2� �w�xk �w�xk| {z }"33 = 0 (2.28)
� �2uv�y2| {z }D�12 � �uv2�y| {z }DT12 � 1�u�p�y � 1�v �p�x| {z }��12 � v2�U�y| {z }P12 � 2� �u�xk �v�xk| {z }"12 = 0 (2.29)Les omportements asymptotiques de es di�érents termes sont résumés dans letableau 2.1. Notons que pour éliminer les oe�ients pi qui interviennent dans les dé-



2.3. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES 29veloppements de ��ij, on a utilisé les relations (2.18). Les résultats sont illustrés par la�gure 2.6. On peut voir que, quelle que soit la omposante du tenseur de Reynolds, lestermes de prodution Pij et de di�usion turbulente DTij sont négligeables au voisinagede la paroi : ils déroissent vers zéro à un ordre au moins supérieur de trois unités àelui des termes dominants. Pour les omposantes u2 et w2 (�gures 2.6a,), on onstateà l'ordre dominant du bilan un équilibre entre la di�usion moléulaire, qui a un r�le determe soure, et la dissipation, qui est un terme puits : la turbulene est transportéevers la paroi depuis la zone où les tensions de Reynolds sont alimentées en énergie(par la prodution pour u2, par la redistribution pour w2), qui se situe aux alentoursde y+ = 11 (f. � 2.1.3 et les �gures 2.7 et 2.9), puis transformée en énergie internepar la dissipation. On voit don que, dans la sous-ouhe visqueuse, e sont bien lesphénomènes faisant intervenir la visosité du �uide qui prédominent.Pour les omposantes v2 et uv (�gures 2.6b,d), la situation est un peu di�érente.Le terme de pression ��ij est en e�et du même ordre que D�ij et "ij et joue le r�le d'unterme puits. Dans la quasi-totalité de l'éoulement, ��22 est positif, omme le montre la�gure 2.8 : e terme redistribue vers v2 l'énergie produite sur u2, ayant ainsi tendane àrestaurer l'isotropie de la turbulene. Cependant, en dessous de y+ ' 5, ��22 hange designe, redistribuant alors l'énergie de la omposante � pauvre � v2 vers les omposantesplus � rihes � u2 et w2. Ce phénomène peut s'expliquer par un e�et d'impat sur laparoi : un volume �uide se déplaçant ave une vitesse v vers la paroi se verra érasé surelle-i, l'énergie inétique étant redistribuée vers les autres diretions. Ce phénomèneest très élégamment désigné en anglais par l'onomatopée splat (voir le as des sweeps au� 2.1.2). L'e�et de redistribution de la omposante normale vers les autres omposantespour y+ � 5 n'est pas en nature di�érent de l'atténuation de ��22 qui agit sur uneplus grande distane et qui a été soulignée au � 2.2. Cependant, il est beauoup plusintense, puisqu'il arrive à inverser le signe de ��22, et surtout on en trouve les traesdans les hamps instantanés [124℄. Perot & Moin notent que et e�et est indissoiablede la dissipation. En e�et, à proximité d'une surfae libre, où les splats existent maisoù la dissipation est faible à la paroi, on n'observe pas de hangement de signe de��22 : des splats en di�érents points de la paroi réent des jets radiaux autour de espoints ; quand les jets provenant de es di�érents splats se renontrent, le �uide estéjeté vers le haut. Ce phénomène est appelé anti-splat par Perot & Moin. Les splatset anti-splats se ompensent mutuellement en moyenne et ne jouent don auun r�lede redistribution. Mais dans le as d'une paroi solide, l'énergie inétique tranférée versu et v par les splats est soumise à une intense dissipation. Les anti-splats sont dononsidérablement a�aiblis, et ne ompensent pas l'e�et des splats. En moyenne, il y a
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32 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROID�ij DTij ��ij Pij �"iju2 2�a21 + 12�a1a2y �4a21b2y3 �4�a1a2y �2A1a1b2y3 �2�a21 � 8�a1a2yv2 12�b22y2 �6b32y5 �4�b22y2 0 �8�b22y2w2 2�21 + 12�12y �4b221y3 �4�12y 0 �2�21 � 8�12yuv 6�a1b2y �5a1b22y4 �2�a1b2y �A1b22y4 �4�a1b2yTab. 2.1 � Termes dominants des développements asymptotiques des di�érents termesdes bilans des tensions de Reynolds.alors redistribution de la omposante normale vers les autres omposantes.On voit don que les termes qui jouent des r�les importants au voisinage de la pa-roi sont la di�usion moléulaire, la dissipation et la redistribution. Il est important degarder à l'esprit que les modèles de turbulene devront reproduire du mieux possiblel'équilibre de es termes en prohe paroi. En e�et, la prédition orrete de l'anisotropieest diretement liée au respet des équilibres entre les termes. Dans les simulations, lesomportements asymptotiques des tensions de Reynolds sont liés aux termes faisantintervenir leurs dérivées seondes et en partiulier à la di�usion moléulaire. Par onsé-quent, on ne peut espérer obtenir les bons omportements que si les termes en balaneave D�ij sont orretement modélisés à la paroi. Notamment, il onvient de porter uneattention partiulière au terme de dissipation. En général, e terme sera modélisé enfontion du taux de dissipation d'énergie inétique " = 12"ii, sous la forme suivante :"ij = " Eij (2.30)D'une part, le tenseur Eij devra reproduire autant que possible l'anisotropie de "ij, demanière à donner le bon � poids � à e terme dans les bilans (2.26)�(2.29). D'autre part,la ondition aux limites imposée sur " devra être ompatible ave son omportementasymptotique, qui est : " = �(a12 + 12) +O(y) (2.31)On doit don imposer une ondition aux limites de Dirihlet inhomogène. Or, l'équationde transport de l'énergie turbulente k = 12uiui dans un anal est :� �2k�y2| {z }D� � 12 �uiuiv�y| {z }DT � 1� �vp�y| {z }�� � uv�U�y| {z }P � � �ui�xk �ui�xk| {z }" = 0 (2.32)



2.3. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES 33qui se réduit à la paroi à : � �2k�y2 � " = O(y) (2.33)où � �2k�y2 et " sont à l'ordre 0. Il est don naturel de dé�nir la valeur de " à la paroi par :"p = � �2k�y2 �����p (2.34)Cependant, il est en général di�ile d'un point de vue numérique d'imposer la onditionaux limites sous ette forme, qui fait intervenir une dérivée seonde. C'est pourquoi il estpréférable d'utiliser la ondition, asymptotiquement orrete d'après (2.24) et (2.31) :"p = 2� 0B� �pk�y ������p1CA2 (2.35)qui ne fait intervenir qu'une dérivée première, ou enore :"p = 2� limy!0 ky2 (2.36)2.3.4 Importane du omportement asymptotique de ��ij pourla modélisationLe tableau 2.1 montre que, quelle que soit la omposante du tenseur de Reynolds,le terme de pression ��ij équilibre la di�érene entre la di�usion moléulaire D�ij et ladissipation "ij. Dans le as des omposantes u2 et w2, le terme de pression n'intervientpas diretement à l'ordre 0, qui est l'ordre dominant, mais à l'ordre 1. Cependant, ilreste très grand devant la prodution et la di�usion turbulente qui, elles, sont d'ordre 3.En revanhe, dans les bilans des omposantes soumises à l'e�et de bloage, v2 et uv, ��ijintervient diretement à l'ordre dominant. Mais, dans tous les as, le terme de pressionest au même ordre que "ij �D�ij. L'équilibre de l'équation de transport de uiuj s'éritalors : ��ij = "ij �D�ij +O(yn) (2.37)où n = 3 pour u2 et w2, n = 4 pour uv et n = 5 pour v2. On voit don que ��ij équilibre"ij �D�ij aux ordres 1 et 2 pour u2 et w2 ; aux ordres 1, 2 et 3 pour uv ; et aux ordres2, 3 et 4 pour v2.À la suite de Lai & So [73℄, on notera don que tout modèle de turbulene, pour êtrevalable jusqu'à la paroi, se doit de respeter et équilibre. Il n'est pas possible, sinon,



34 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROId'obtenir les bons omportements asymptotiques des di�érentes tensions de Reynolds.Or, dans ertains as, les bons omportements des "ij ne seront pas reproduit. Il estalors préférable de onstruire un modèle de ��ij qui ompense e défaut, en équilibrant ladi�érene "ij �D�ij,même si elle-i n'est pas modélisée orretement. Nous reviendronssur ette question au � 4.1, ar elle onstituera un des points importants du modèle derelaxation elliptique.2.3.5 Déomposition du terme de pressionLe terme de pression est lassiquement déomposé en deux ontributions di�érentesde manière à en extraire la trae. Il existe une in�nité de manières de réaliser etteopération [96℄. La méthode la plus lassique est d'introduire la orrélation pression�déformation : �ij = 1� p �ui�xj + �uj�xi ! (2.38)Ce terme est à trae nulle et par onséquent, sa ontribution dans l'équation de trans-port de l'énergie turbulente k est nulle : 'est uniquement un terme de redistributiond'énergie entre les omposantes du tenseur de Reynolds. La di�érene entre ��ij et �ijest notée Dpij, et vaut : Dpij = �1� ��xk (uipÆjk + ujpÆik) (2.39)Ce terme apparaît sous la forme d'une divergene : il ne orrespond don pas à uneréation d'énergie, mais plut�t à un transport d'énergie entre di�érentes régions. C'estpourquoi il est appelé terme de di�usion par la pression.Une autre méthode ouramment utilisée onsiste à introduire le déviateur de ��ij,dé�ni par : dév(��ij) = ��ij � 13��kkÆij= �1�  ui �p�xj + uj �p�xi!+ 23 1� ��xk ukpÆij (2.40)(2.41)Ce terme est également de trae nulle. La di�érene entre ��ij et dév(��ij) est :Dp0ij = �23 1� ��xk ukpÆij (2.42)En voit don que, omme �ij et Dpij, dév(��ij) et Dp0ij sont des termes de redistribution etde di�usion par la pression. Par onséquent, alors que de prime abord la déomposition



2.3. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES 35de ��ij paraît introduire deux termes de signi�ation physique simple, sa non-uniitéintroduit en fait une ambiguïté.D'autres arguments plaident également en défaveur de ette déomposition. Le pre-mier, signalé par Speziale [145℄, est que les termes ainsi introduits ne sont pas indépen-dants de la rotation du repère dans la limite de la turbulene à deux omposantes. Maiselui qui nous intéresse ii est l'introdution de omportements asymptotiques di�ilesà reproduire. En e�et, si on regarde, par exemple dans l'équation de v2, les omporte-ments asymptotiques des deux termes de la déomposition �ij +Dpij, on obtient :�22 = 4�p0b2y +  6�p0b3 + 4�p1b2! y2 +O(y3) (2.43)et Dp22 = �4�p0b2y � 6� �p0b3 + p1b2� y2 +O(y3) (2.44)On voit don que haun de es termes se omporte omme y au voisinage de la paroi,alors que leur somme se omporte omme y2. On introduit don, par ette déomposi-tion, des termes qui deviennent prédominants dans le bilan de v2, et qui doivent êtremodélisés ave su�samment de préision pour que leur somme déroisse omme y2, etéquilibre la di�érene entre "ij et D�ij. La �gure 2.11 représente, omme la �gure 2.8, lebilan de v2, mais la déomposition de ��ij est utilisée. On voit nettement que les deuxtermes introduits sont dominants près de la paroi, mais se ompensent mutuellement.La seonde déomposition introduit le même problème : en voulant annuler la trae,on ajoute un terme du même ordre que elle-i sur la omposante 22. Or, l'ordre de latrae est �xé par l'ordre des omposantes 11 et 33, qui, du fait de la forte anisotropie,sont à un ordre inférieur (f. tableau 2.1).Il apparaît don préférable de modéliser ��ij sans introduire de déomposition, mêmesi la signi�ation physique de e terme est moins laire que elle des deux termes desa déomposition. Loin des parois, omme la di�usion par la pression est en généralnégligeable, on pourra onsidérer que ��ij représente essentiellement la redistributiond'énergie entre omposantes. Près des parois, l'important est de garder présent à l'espritque e terme doit équilibrer la di�érene entre la dissipation et la di�usion moléulaire.Une autre solution, qui semble être la plus ohérente de toutes, est elle adoptéepar Craft & Launder [25℄, qui onsiste à déomposer ��ij de la manière suivante :��ij = �\ij + 12 uiujk ��mm (2.45)�\ij est alors un terme à trae nulle, représentant don bien une redistribution. Enrevanhe, le seond terme ne se met pas sous forme d'une divergene et n'est don pas
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y+Fig. 2.11 � Bilan de v2 après déomposition de ��ij. DNS de Moser et al. [110℄ àRe� = 590. Æ D�22 ; 2 DT22 ; + �22 ; � Dp22 ; � "22.un terme de di�usion. Toutefois, il su�t de modéliser ��mm qui, lui, en est un. Cettedéomposition a l'avantage indéniable de onserver des omportements asymptotiquesohérents.2.4 Lois � universelles �Dans le as d'un éoulement le long d'une plaque plane, à la limite des grandsnombres de Reynolds, on peut montrer que les di�érentes grandeurs de l'éoulementsuivent un omportement � universel �. Ce résultat, qui est l'un des rares résultatsthéoriques en turbulene, a été montré à l'origine par von Kármán [158℄ à l'aide del'hypothèse de longueur de mélange, hypothèse dont s'a�ranhit totalement la théoriedéveloppée ensuite par Millikan [106℄. Un exposé détaillé de ette théorie est donné parTennekes & Lumley [150℄. Nous allons ii en retraer les grandes lignes.Considérons, omme préédemment, l'éoulement dans un anal. L'équilibre d'unetranhe de �uide de la largeur 2h du anal requiert� dUdy �����0 = �hdPdx (2.46)



2.4. LOIS � UNIVERSELLES � 37Or, en intégrant entre 0 et y l'équation de la quantité de mouvement suivant l'axe x,on obtient : 0 = �y� dPdx � uv + �dUdy � � dUdy �����0 (2.47)En utilisant (2.46) et la dé�nition (2.21) de u� , (2.47) devient :� uv + �dUdy = u2� �1� yh� (2.48)Si on adimensionne ette équation par u� et h, on obtient :� uvu2� + 1Re� dU=u�d� = 1� � (2.49)où � = y=h. Lorsque le nombre de Reynolds Re� est grand, le terme visqueux disparaît.Or, nous avons vu à la setion préédente que, à la paroi, les termes visqueux deviennentprépondérants. La forme adimensionnelle (2.49) n'est don pas valable près des parois.Il faut alors hoisir une autre éhelle de longueur de manière à e que le terme visqueuxne disparaisse pas aux grands nombres de Reynolds. Cette éhelle est �=u� , ar (2.48)prend alors la forme : � uvu2� + dU=u�dy+ = 1� y+Re� (2.50)où y+ = yu�=�. Les équations (2.49) et (2.50) sont équivalentes tant que le nombre deReynolds reste �ni. À la limite Re� !1, elles dégénèrent vers des formes di�érentes,qui ne sont pas valables dans les mêmes régions de l'éoulement.En e�et, quand Re� !1, (2.49) devient :� uvu2� = 1� � (2.51)Cette équation n'est valable que pour des valeurs de y+ in�nies, ar le terme visqueuxa disparu, e qui ne peut pas représenter la physique de l'éoulement à proximité de laparoi. La zone de validité de (2.51), dans laquelle l'éoulement est indépendant de lavisosité, est appelée zone entrale.Dans la limite Re� !1, (2.50) devient, quant à elle :� uvu2� + dU=u�dy+ = 1 (2.52)Cette équation n'est à son tour valable que dans la région où � ! 0, qui est appelée zonede paroi. L'éoulement y est indépendant de la largeur du anal. Dans ette zone, laontrainte de isaillement totale, somme de la ontrainte turbulente et de la ontraintevisqueuse, est don onstante.



38 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROI2.4.1 Lois de paroiDans la zone de paroi, (2.52) suggère qu'il existe une relation entre U , y, u� et �(mais pas h), de la forme : F(U;y;u� ;�) = 0 (2.53)En adimensionnant ette relation par u� et �, on obtient :F(U+;y+;1;1) = 0 (2.54)Le théorème des fontions impliites donne �nalement :U+ = f(y+) (2.55)Le même argument permet de montrer que uv véri�e :uv+ = g(y+) (2.56)Les équations (2.55) et (2.56) onstituent les lois de paroi. Elles montrent que U+ etuv+ sont indépendants du nombre de Reynolds. C'est en e sens que l'on parle de loisuniverselles.Dans la sous-ouhe visqueuse, le premier terme de (2.52) est négligeable, ar lese�ets visqueux sont dominants. On a alors :U+ = y+ (2.57)Ce résultat est onforme à l'analyse asymptotique e�etuée au � 2.3.1.2.4.2 Loi de défaut de vitesseDe même, dans la zone entrale, (2.51) suggère que l'éoulement est indépendantde la visosité. Il est plus ommode, ii, d'érire une relation impliquant la dérivée dela vitesse : H(dU=dy;y;u� ;h) = 0 (2.58)Après adimensionalisation par u� et h, on a :H(dU+=d�;�;1;1) = 0 (2.59)e qui donne : dU+d� = h(�) (2.60)



2.4. LOIS � UNIVERSELLES � 39ou enore, en introduisant H, la primitive de h :dU+d� = dHd� (2.61)En intégrant (2.61) depuis le entre du anal, on obtient la loi de défaut de vitesse :U � Umu� = H(�) (2.62)où Um est la vitesse au entre du anal.2.4.3 Loi logarithmiqueLe nombre de Reynolds étant in�ni, on peut supposer qu'il existe une région danslaquelle y+ !1 et � ! 0 sont valables simultanément. On peut don identi�er lesgradients de vitesse donnés par (2.55) et (2.61) :u2�� dfdy+ = u�h dHd� (2.63)e qui donne y+ dfdy+ = �dHd� (2.64)Dans ette égalité, le membre de gauhe ne dépend que de y+, tandis que le membrede droite ne dépend que de �. Les deux membres sont par onséquent onstants. Laonstante est notée 1=�, � étant appelée onstante de Von Kármán. L'expériene montreque � ' 0;41. On en déduit que la vitesse suit un pro�l logarithmique :U+ = 1� ln y+ + C (2.65)La zone de validité de ette loi, orrespondant à y+ !1 et � ! 0 est appelée zonelogarithmique.Dans ette zone, (2.51) et (2.52) donnent toutes deux :� uv = u2� (2.66)La ontrainte de isaillement turbulente est don onstante. Ce résultat suggère quedans ette région, les tensions de Reynolds sont onstantes, e qui implique que letransport de la turbulene est nul : on dit alors que la turbulene est en équilibre loal.
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Fig. 2.12 � Pro�l de U. DNS de Moser et al. [110℄ à Re� = 590. Æ U donné par la DNS ;pro�l linéaire U+ = y+ ; pro�l logarithmique U+ = 1� ln y+ + 5;4.L'équation de transport de k (2.32) se réduit alors à P = ". Comme P = �uv dU=dy,les équations (2.65) et (2.66) montrent qu'on a également dans ette zone :" = u3��y (2.67)La �gure 2.12 montre les di�érentes régions de l'éoulement qui ont été introduitesplus haut, sur le as du anal à Re� = 590 [110℄. Entre la sous-ouhe visqueuse et lazone logarithmique, il existe une zone dans laquelle la vitesse U évolue de manière à� raorder � les lois linéaires et logarithmiques : elle est appelée zone tampon.2.4.4 Validité du omportement � universel �Le omportement de la vitesse moyenne et de la turbulene dans les di�érentes zonesd'un anal est quali�é d'� universel �, ar il ne dépend pas du nombre de Reynolds.On retrouve également les mêmes zones dans le as d'une ouhe limite. C'est e quipermet d'utiliser la tehnique des fontions de paroi, exposées au � 1.3.1, en appliquanten un point à l'intérieur de la zone logarithmique des onditions aux limites dérivéesdes lois obtenues à la setion préédente.Cependant, le omportement � universel � obtenu n'est valable que sous un ertain



2.4. LOIS � UNIVERSELLES � 41nombre d'hypothèses et tombe don en défaut dans de nombreux as. L'hypothèse laplus restritive est sans doute la simpliité des éoulements (anal et ouhe limite) :pas de vitesse suivant z, pas de fortes variations suivant x, éoulement essentiellementparallèle à la paroi. Dans les as fortement tridimensionnels, les éoulements déollés oules jets impatants, les onlusions obtenues ne s'appliquent plus. De même, Tennekeset Lumley [150℄ montrent que lorsque l'éoulement est soumis à un gradient de pression,favorable ou adverse, e qui est le as la plupart du temps, les lois obtenues à la setionpréédente ne sont que des approximations au premier ordre (par rapport au gradientde pression). Par exemple, les paramètres � et C de la loi logarithmique (2.65) sontalors dépendants du nombre de Reynolds Re� .Le as ave gradient de pression est un as partiulier d'éoulements dans lesquelsl'hypothèse prinipale de la théorie mise en défaut est l'uniité des éhelles de longueuret de vitesse : �=u� et u� dans la zone de paroi (� ! 0) ; h et u� dans la zone entrale(y !1). Très souvent, l'éoulement est aratérisé par d'autres éhelles, omme parexemple dans les as ave aspiration ou sou�age à la paroi, ave rotation d'ensembleou enore ave fores de �ottabilité. Dans e dernier as, des théories spéi�ques ontd'ailleurs été développées [44, 166℄, qui montrent que d'autres lois � universelles � s'ap-pliquent, donnant l'évolution de la vitesse et de la température moyenne en puissanede la distane à la paroi.De plus, omme les résultats de la théorie sont obtenus en faisant tendre le nombrede Reynolds vers l'in�ni, ils ne peuvent être totalement exats dans le adre des éou-lements réels. À bas nombre de Reynolds, la zone logarithmique à proprement parlerdisparaît. Souvent, on peut enore distinguer une loi logarithmique apparente, dont lapente et le oe�ient onstant sont très dépendants de Re� [110, 144℄. Mais mêmeaux grands nombres de Reynolds, les données expérimentales montrent que la loi lo-garithmique n'est pas totalement indépendante de Re� . Cette dépendane se fait es-sentiellement sentir à travers le oe�ient C [77, 114, 144℄. La raison en est que leséhelles de longueur de la zone de paroi (�=u�) et de la zone entrale (h) in�uenentl'ensemble de l'éoulement. Il y a alors, enore une fois, mise en défaut de l'hypothèsed'uniité de l'éhelle de longueur [167℄. Les onlusions de la théorie sont alors erronées :la ontrainte de isaillement totale n'est pas onstante dans la zone de paroi [77℄ et iln'y a pas équilibre loal (P 6= ") [110℄.Il onvient don d'user ave prudene des onlusions théoriques de la setion pré-édente, ar elles ne s'appliquent que dans des situations bien partiulières. Cependant,omme le montre la �gure 2.12, dans un as simple omme elui de l'éoulement dansun anal, même à un nombre de Reynolds relativement faible, les résultats de la théo-



42 CHAPITRE 2 PHYSIQUE DE LA PROCHE PAROIrie s'appliquent approximativement. C'est pourquoi, la validité de es lois peut êtreune hypothèse heuristique très utile, notamment pour analyser le omportement desmodèles de turbulene dans les di�érentes zones de l'éoulement (f. � 4.3 et � 4.4).2.5 Conlusion du hapitreCe hapitre nous a permis de présenter les aratéristiques physiques les plus im-portantes des éoulements de prohe paroi, qui onstituent un ensemble d'informationsqui doivent être présentes à l'esprit du modélisateur. Le r�le exat des strutures ins-tantanées est di�ile, voire impossible, à prendre véritablement en ompte dans lesmodèles aux moyennes de Reynolds, mais leurs onséquenes, que e soit la produtionou la di�usion turbulente, apparaissent très importantes au niveau moyen.En revanhe, les e�ets de la paroi sur la turbulene, qu'ils soient inématiques oudynamiques, ainsi que les omportements asymptotiques qu'ils induisent, sont essen-tiels, et leur prise en ompte doit onstituer la base même de la méthode d'extensionde la validité des modèles haut-Reynolds aux régions de paroi.Nous verrons au hapitre suivant que le respet de toutes les ontraintes et la priseen ompte de tous les phénomènes physiques sont loin d'être aisés. De plus, nous mon-trerons que les modèles bas-Reynolds lassiques sou�rent de n'être que des extensionsde modèles haut-Reynolds, qui sont fondés sur des hypothèses non-valides en proheparoi.



Chapitre 3Modélisation lassiqueCe hapitre est onsaré à la présentation et à l'analyse des modèles de turbuleneles plus lassiques. Le point le plus important, dans le adre de ette étude, onsisteen la ompréhension de la néessité d'introdution de termes orretifs pour prendreen ompte l'in�uene des parois. Nous allons dans un premier temps nous intéresseraux modèles dits au seond ordre, 'est-à-dire inluant les équations de transport destensions de Reynolds, qui onstituent le niveau de modélisation minimal pour prendreen ompte de manière réaliste la omplexité de la physique, mais aussi le niveau maximalaeptable pour pouvoir réaliser des simulations numériques de as industriels dansdes temps de alul raisonnables. Dans un seond temps, nous nous foaliserons surles modèles à visosité turbulente, plus simples et représentant moins �nement lesméanismes physiques, mais beauoup plus failes à utiliser et par onséquent trèsprisés des milieux industriels.3.1 Modèles au seond ordreLa modélisation au seond ordre onsiste à onstruire des hypothèses de fermeturepour les équations de transport du tenseur de Reynolds (2.9). Dans es équations, lestermes Cij, D�ij et Pij ne dépendent que des vitesses moyennes et des tensions de Rey-nolds elles-mêmes, et ne néessitent par onséquent auune modélisation. En revanhe,les termes DTij, ��ij et "ij dépendent de orrélations inonnues, qui sont, respetivement,les orrélations triples de la forme ulumun, les orrélations vitesse�gradient de pressionul�p=�xm et les orrélations entre omposantes du gradient de vitesse �ul=�xn�um=�xn.Nous allons don nous intéresser à haun de es trois termes, tout d'abord dans le adredes éoulements libres à haut nombre de Reynolds, puis dans elui des éoulements deprohe paroi. 43



44 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUE3.1.1 Modélisation haut-ReynoldsLa modélisation lassique de la turbulene s'est développée sur la base de maigresonnaissanes théoriques, qui ne sont valables que dans des as très partiuliers, ommela turbulene homogène ou isotrope, et dans la limite des grands nombres de Reynolds.De plus, omme les zones de prohe paroi sont très di�iles d'aès expérimental, lesmodélisateurs ont dû longtemps se restreindre aux éoulements libres, ou à ne prendreen ompte la paroi que par la tehnique des fontions de paroi (f. � 1.3.1). La mo-délisation lassique, dite haut-Reynolds, ne prend don en ompte ni les e�ets des basnombres de Reynolds, ni l'in�uene des parois, sauf au travers de termes orretifs, lestermes d'ého de paroi. Cependant, elle onstitue la base de tous les modèles développésultérieurement.
3.1.1.1 Le terme de pressionLe terme de pression est le terme le plus ruial à modéliser préisément, ar iljoue un r�le essentiel dans les équations de transport des tensions de Reynolds. Ene�et, on peut voir sur les �gures 2.7�2.10 qu'il est souvent le terme le plus importanten amplitude. Il est essentiel dans la répartition de l'énergie turbulente sur les troistensions de Reynolds diagonales. On peut voir qu'en anal, seul u2 possède un termede prodution non-nul : l'énergie turbulente est réée sur u2 et le terme ��11, qui estnégatif, prend de l'énergie à u2 qui est redistribuée par ��22 et ��33 vers v2 et w2 : dansles bilans de es deux dernières omposantes, ��ij remplae la prodution.Cet e�et de redistribution est plus expliite lorsque ��ij est déomposé, par exemple,en �ij et Dpij (f. 2.3.5), ar la trae de �ij est nulle. Ce terme n'a don auune in�uenesur le niveau d'énergie turbulente en un point donné, il se ontente de la redistribuerentre les omposantes : il joue don un r�le primordial dans l'évolution des anisotropies.Le terme restant, Dpij, modi�e loalement le niveau d'énergie turbulente, mais n'a pasnon plus d'in�uene sur l'énergie turbulente totale ontenue dans le domaine. Il nefait que transporter l'énergie d'une région vers une autre : 'est don un terme deredistribution spatiale.La modélisation haut-Reynolds du terme de pression est fondée essentiellement surles travaux pionniers de Chou [15, 16℄. L'analyse de �ij repose sur l'équation de Poissonvéri�ée par la pression �utuante (2.10). La solution générale de ette équation est



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 45(f. par exemple [30℄) : p(x) = �Z
r2p(x0) dV (x0)4�kx0 � xk�Z�
 �p(x0) ��n0 � 14�kx0 � xk�� �p�n(x0) 14�kx0 � xk� dS(x0) (3.1)où �
 représente la frontière du domaine. Au � 2.2.2, la ondition aux limites approxi-mative �p=�n = 0 a été utilisée pour éliminer le seond terme surfaique, permettantainsi d'exprimer la pression sous forme d'une intégrale de volume en transformant leterme de surfae restant. Ii, ette hypothèse n'a pas été utilisée, e qui explique que(3.1) et (2.11) ne soient pas stritement équivalentes.L'équation intégrale de �ij se déduit failement de (3.1) :��ij(x) = �Z
r2p(x0)��ui�xj (x) + �uj�xi (x)� dV (x0)4�kx0 � xk� Z�
p(x0)��ui�xj (x) + �uj�xi (x)� ��n0 � 14�kx0 � xk� dS(x0)+ Z�
 �p�n(x0)��ui�xj (x) + �uj�xi (x)� dS(x0)4�kx0 � xk (3.2)
Su�samment loin des parois, le terme de surfae, noté �Sij, peut être négligé. Le termevolumique, quant à lui, peut être déomposé en deux parties, au vu de la valeur dulaplaien de pression (2.10) : la partie purement turbulente, qui s'érit�1ij(x) = Z
 �2ulum�xl�xm (x0) �ui�xj (x) + �uj�xi (x)! dV (x0)4�kx0 � xk (3.3)et la partie dépendant du gradient de la vitesse moyenne�2ij(x) = Z
 �Ul�xm (x0)�um�xl (x0) �ui�xj (x) + �uj�xi (x)! dV (x0)2�kx0 � xk (3.4)Les termes �1ij et �2ij sont appelés respetivement terme lent et terme rapide. La raisonde ette dénomination réside dans le fait que, lorsque l'éoulement est par exemplesoumis à la brusque imposition d'un isaillement moyen, seul �2ij réagit instantanément,in�uant ainsi rapidement sur la turbulene. �1ij, quant à lui, ne dépendant pas du hampmoyen, n'est a�eté qu'indiretement, lorsque l'état de la turbulene a su�sammentévolué pour que les interations non-linéaires se fassent sentir.



46 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUELes expressions (3.3) et (3.4) montrent que les parties lente et rapide de la orré-lation pression�déformation sont non-loales : elles dépendent des gradients de vitesse�utuante et, dans le as du terme rapide, des gradients de vitesse moyenne sur l'en-semble du domaine. Cette propriété rend es termes très di�iles, sinon impossibles, àmodéliser loalement, 'est-à-dire en ne faisant intervenir que des valeurs au point x.Pourtant, nous allons voir que 'est l'approhe qui est retenue en général.Modélisation du terme lent. L'idéal pour le modélisateur est de pouvoir isolerl'in�uene du terme à modéliser par une expériene spéi�que. Dans le as du terme lent,on peut se référer à l'expériene de déroissane d'une turbulene homogène initialementanisotrope [153℄. En e�et, dans e as, les équations de transport du tenseur de Reynoldsse réduisent à : �uiuj�t = �1ij � "ij (3.5)Dans ette expériene, la turbulene subit deux e�ets : le premier est une déroissanede son énergie due à la dissipation en haleur ; la seonde, un retour à l'isotropie. Mal-heureusement, si la dissipation peut être imputée au seul "ij, les deux termes induisentun retour à l'isotropie. C'est pourquoi nombre de modélisateurs, à la suite de Lumley &Newman [99℄, déomposent le tenseur de dissipation en "ij = dév("ij) + 23"Æij et onsi-dèrent que la partie déviatorique doit être � absorbée � par �1ij. Le modèle de �1ij doitdon en fait représenter la somme de �1ij et de dév("ij), prenant en ompte ainsi l'e�ettotal de retour à l'isotropie 1.L'hypothèse la plus simple est elle de Rotta [131℄ : pour s'assurer que le terme deretour soit nul quand la turbulene est isotrope, il su�t de l'exprimer linéairement enfontion du tenseur d'anisotropie aij, dé�ni par :aij = uiujk � 23Æij (3.6)de la manière suivante : �1ij = �C1"aij (3.7)ave C1 = 1;8. Ce modèle simple, ditmodèle de Rotta, est utilisé tel quel, ou simplementave un oe�ient di�érent, en assoiation ave un grand nombre de modèles pour lestermes �2ij, " etDTij, par exemple : Hanjali¢ & Launder [48℄, Launder et al. [81℄, Gibson &Launder [45℄, Zeman & Lumley [168℄ ; et même dans le adre de modèles bas-Reynolds :Hanjali¢ & Launder [49℄, Kebede et al [60℄, Prud'homme & Elghobashi [127℄, So &Yoo [142℄, Lai & So [73℄.1. Depuis l'apparition des simulations diretes, on peut isoler les e�ets de �1ij et de dév("ij). Il estdon possible de onstruire des modèles distints.



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 47Ce modèle a été en partie on�rmé par des études théoriques dans l'espae spetral,en utilisant ertaines simpli�ations (hypothèse quasi-homogène) [160, 161℄. Au premierordre en l'anisotropie, on obtient pour le terme lent la même forme que le modèlede Rotta. Cependant, Weinstok [161℄ montre qu'on ne peut pas, en toute rigueur,attribuer un oe�ient unique à toutes les omposantes de �1ij.Weinstok & Burk [162℄ remarquent, par ailleurs, que �1ij est surtout un terme derésistane aux fortes anisotropies : son intensité ne varie pas linéairement en fontion deaij. Cela onduit à introduire des non-linéarités dans le modèle. On peut montrer [97℄que la forme la plus générale de �1ij est quadratique en aij :�1ij = �C1"aij + C 01"(aikakj � 13A2Æij) (3.8)les oe�ients C1 et C 01 dépendant uniquement des deuxième et troisième invariants dutenseur d'anisotropie,A2 = aijaji et A3 = aijajkaki, et du nombre de Reynolds turbulentReT .Pour déterminer les oe�ients de (3.8), ertaines ontraintes peuvent être imposées.Notamment, Lumley [97℄ montre que, pour assurer la réalisabilité [34, 135℄ du modèle,on doit imposer ��� ! 0 quand u�u� ! 0. Cette ontrainte peut être respetée en neonservant que les termes linéaires de (3.8) et en hoisissant une fontion C1 appropriée(Shikazono & Kasagi [139℄, Lumley [97℄). Par exemple, Lumley [97℄ utilise :C1 = 2 + A9 exp0�� 11;66qReT 1A0� 108qReT + 80;1 ln [1 + 62;4(�A2 + 2;3A3)℄1A (3.9)où A est le paramètre d'aplatissement de Lumley, A = 1� 98(A2 � A3). Ce type demodèle est souvent appelé quasi-linéaire, ar si le oe�ient du terme quadratique C 01est nul, des non-linéarités sont ontenues dans le oe�ient C1.D'autres auteurs (Lumley & Newman [99℄, Shih & Lumley [136℄, Shih et al. [137℄,Speziale et al. [148℄, Craft et al. [21℄) retiennent les termes quadratiques de (3.8). Parexemple, Speziale et al. [148℄ utilisent :C1 = 1;7 ; C 01 = 1;05 (3.10)Ces modèles restent limités aux régions loin des parois et où le nombre de Reynolds estsu�samment élevé. Des orretions sont néessaires pour prendre en ompte l'in�uenedes parois.Modélisation du terme rapide. Dans l'expression intégrale de �2ij apparaît le gra-dient de vitesse moyenne au point x0. Chou [15℄ propose de développer elui-i en série



48 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEde Taylor autour du point x :�Um�xn �����x0 = �Um�xn �����x + 1Xs=1 1s! �s+1U�xl1�xl2 :::�xls�xn �����x (x0l1 � xl1)(x0l2 � xl2):::(x0ls � xls) (3.11)Les orrélations en deux points entrant dans (3.4) tendent rapidement vers zéro lorsquela séparation x0 � x roît. Par onséquent, on peut supposer, lorsque l'éoulement n'estpas trop éloigné de l'homogénéité (hypothèse dite quasi-homogène), que les gradientsde vitesse moyenne varient peu sur la région autour de x où les orrélations en deuxpoints sont non-nulles. On peut alors limiter le développement (3.11) à l'ordre 0 et leterme rapide s'érit :�2ij(x) = �Ul�xm (x) Z
 �um�xl (x0) �ui�xj (x) + �uj�xi (x)! dV (x0)2�kx0 � xk (3.12)La modélisation de �2ij se résume alors au hoix d'un tenseur d'ordre quatre aijml telque : �2ij = �Ul�xm (aijml + ajiml) (3.13)Naot et al. [113℄ ont montré, à partir d'une analyse des orrélations en deux points,que la forme la plus simple de �2ij est :�2ij = �C2(Pij � 23PÆij) (3.14)Ce modèle, dit modèle IP 2, a été repris ultérieurement par di�érents auteurs, ommepar exemple : Launder et al. [81℄, Gibson & Launder [45℄, Shikazono & Kasagi [139℄.Il est également de loin le plus utilisé dans les odes industriels, assoié au modèle deRotta pour le terme lent 3.Cependant, ette forme est un peu trop simpli�ée pour rendre ompte des di�érentessituations renontrées dans la pratique. En fait, on peut montrer [46℄ que la forme laplus générale de �2ij est :�2ij = C2Paij + C3kSij +C4k (aikSjk + ajkSik � 23aklSklÆij) +C5k (aik
jk + ajk
ik) +C6k (aikaklSjl + ajkaklSil � 2akjaliSkl � 3aijaklSkl) +C7k (aikakl
jl + ajkakl
il) +C8k hanmanm(aik
jk + ajk
ik) + 32amianj(amk
nk + ank
mk)i (3.15)
2. IP pour isotropization of prodution.3. N3S, par exemple, développé à EDF [3℄.



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 49où Sij = 12(�Ui=�xj + �Uj=�xi) et 
ij = 12(�Ui=�xj � �Uj=�xi) sont respetivementle taux de déformation moyenne et la vortiité moyenne. Enore une fois, ertainesontraintes, omme la réalisabilité ou l'objetivité [159℄, permettent de guider le hoixdes onstantes apparaissant dans (3.15). Certains modèles sont linéaires (C6 = C7 =C8 = 0), omme le seond modèle proposé par Launder et al. [81℄ (modèle dit QI, pourQuasi-Isotropisation), pour lequel :C2 = 0 ; C3 = 0;8 ; C4 = 0;873 ; C5 = 0;655 (3.16)Le modèle de Speziale et al. [148℄ (modèle SSG), ne ontient également que des termeslinéaires, mais introduit des non-linéarités au travers du oe�ient C3 qui dépend dudeuxième invariant du tenseur d'anisotropie :C2 = 0;9 ; C3 = 0;8� 0;625qA2 ; C4 = 0;625 ; C5 = 0;2 (3.17)Il est don dit quasi-linéaire.Shih & Lumley [136℄ montrent que, pour assurer la réalisabilité du modèle, on doitretenir des termes quadratiques. Leur modèle s'érit sous la forme (3.15), ave les seulsoe�ients non-nuls :C3 = 0;8 ; C4 = 0;6(1 + 0;8pA) ; C6 = 0;2 ; C7 = 0;2 (3.18)D'autres modèles sont également quadratiques, omme par exemple : Hanjali¢ & Laun-der [48℄, Zeman & Lumley [168℄.En�n, ertains auteurs retiennent également le terme ubique. Les modèles sont alorsen général onçus de manière à pouvoir être intégrés jusqu'aux parois : nous reviendronsdon sur es modèles au � 3.1.2.Corretion dans la zone logarithmique. Les modèles des termes lent et rapideprésentés plus haut ne sont pas appliables jusqu'à la paroi. Ils sont don ouplés soitave des fontions de paroi, suivant la tehnique dérite au � 1.3.1, soit ave des modèlesà longueur de mélange ou à visosité turbulente près de la paroi. Dans tous les as, lemodèle du terme de pression est utilisé sur au moins une partie de la zone logarithmique.Or, la plupart des modèles de �1ij et �2ij sont alibrés par rapport à des éoulementslibres. Ils ont alors tendane à surestimer la redistribution d'énergie turbulente dans lazone logarithmique. En e�et, même si les e�ets dus à la visosité ne se font pas sentir,le bloage, lui, induit un amortissement de la redistribution (f. � 2.2). Les modèleshaut-Reynolds néessitent don en général des orretions pour pouvoir être appliquésen assoiation, par exemple, ave des fontions de paroi. Une exeption notable est le



50 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEmodèle SSG qui est spéi�quement onstruit pour prédire orretement l'intensité dela redistribution en éoulements libres et en zone logarithmique, grâe à son oe�ientC3 variable, propriété unique parmi tous les modèles.L'amortissement de la redistribution dans la zone logarithmique est don en généralprise en ompte par des termes d'ého de paroi, qui sont supposés prendre en omptel'in�uene de l'intégrale de surfae dans (3.2) (voir � 2.2 pour la mise en ause de lajusti�ation théorique de es termes). Les premières propositions de tels termes sontdus à Shir [141℄, mais la forme adoptée par la plupart des auteurs est elle de Gibson &Launder [45℄ :�1pij = Cp1 "k �ukumnknmÆij � 32ukuinknj � 32ukujnkni� f �LTd � (3.19)�2pij = Cp2 ��2kmnknmÆij � 32�2kinknj � 32�2kjnkni� f �LTd � (3.20)où LT = k3=2=" est l'éhelle de longueur turbulente et d la distane du point à la paroi. fest hoisi de telle manière que f = 1 dans la zone logarithmique et f = 0 en éoulementlibre.Ces termes se sont avérés très utiles dans de nombreux éoulements simples. Ilsont l'intéressante propriété d'être non-loaux, puisque dépendant expliitement de ladistane à la paroi, rétablissant ainsi une propriété essentielle du terme de pression.Cependant, leur dépendane en d les rend di�iles à utiliser en pratique, dans leséoulements industriels en géométrie omplexe 4.3.1.1.2 Taux de dissipationNous avons vu plus haut que la partie déviatorique du tenseur de dissipation "ijest en général onsidérée omme � absorbée � par le modèle de �1ij. Par onséquent,seul le taux de dissipation " reste à modéliser. Sans quasiment d'exeption, tous lesauteurs utilisent l'équation de transport suivante, dérivée de elle utilisée dans le adredes modèles à visosité turbulente (f. � 3.2) :D"Dt = C"1 "kP � C"2 "2k + ��xk  C"k"ukul �"�xl! (3.21)4. En pratique, de façon assez arbitraire, on prend pour d le minimum de la distane à toutes lesparois.



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 513.1.1.3 Di�usion turbulenteLes orrélations triples intervenant dans DTij sont en général modélisées à l'aided'une hypothèse de gradient généralisée due à Daly & Harlow [28℄ :uiujuk = �Csk"ukul�uiuj�xl (3.22)Cependant, ette expression n'est pas invariante par hangement des axes du repère,e qui a onduit divers auteurs à proposer d'autres modèles, omme, par exemple,Mellor & Herring [105℄ :uiujuk = �Csk2"  �ujuk�xi + �uiuk�xj + �uiuj�xk ! (3.23)ou Hanjali¢ & Launder [48℄ :uiujuk = �Csk"  uiul�ujuk�xl + ujul�uiuk�xl + ukul�uiuj�xl ! (3.24)D'autres modèles plus élaborés existent, omme eux proposés par Lumley [97℄ et Ma-gnaudet [101℄.Le modèle (3.23) utilise le onept de visosité turbulente, e qui est un peu troprestritif dans le adre d'un modèle au seond ordre. C'est pourquoi, en pratique, 'estpresque toujours l'un des modèles (3.22) et (3.24) qui est utilisé. Cependant, (3.24)introduit un grand nombre de termes supplémentaires par rapport à (3.22), et n'apporteen général pas d'amélioration signi�ative. C'est pourquoi, dans les odes industriels,'est la plupart du temps (3.22) qui est utilisé.3.1.1.4 Di�usion par la pressionDe la même manière que pour le déviateur du tenseur de dissipation et le termelent, il a été très di�ile, jusqu'à l'apparition de la simulation direte, de distinguer lese�ets dus à la di�usion par la pression Dpij de eux dus à la di�usion turbulente. Deplus, loin des parois, Dpij est en général très faible et il a souvent un e�et à l'opposéde la di�usion turbulente (�gure 2.11). Par onséquent, la pratique ourante onsiste àonsidérer que le modèle de DTij prend en ompte l'e�et de di�usion globale DTij +Dpij.3.1.2 Extension vers la paroiLes modèles des di�érents termes de l'équation de transport des tensions de Rey-nolds introduits à la setion préédente sont valables a priori uniquement loin des
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y+Fig. 3.1 � Test a priori du modèle de di�usion turbulente de Daly & Harlow. DNS deMoser et al. [110℄ à Re� = 590. 2 DT22 donné par la DNS ; � Dp22 donné par la DNS ;� DT22 +Dp22 donné par la DNS ; DT22 donné par le modèle de Daly & Harlow.parois, ou jusqu'à la zone logarithmique pour des modèles ave termes d'ého de paroiou pour le SSG. Cependant, pour de nombreuses raisons, exposées au premier hapitre,il est souhaitable de disposer de modèles que l'on puisse intégrer jusqu'à la paroi. Nousallons étudier, dans ette setion, les modi�ations à introduire, si néessaire, pourétendre le domaine de validité des modèles.3.1.2.1 Di�usion moléulaireLa première modi�ation, la plus évidente, est qu'il faut prendre en ompte ladi�usion moléulaire puisque la visosité joue un r�le prépondérant dans la sous-ouhevisqueuse. Ce terme ne néessite auune modélisation, puisqu'il ne fait pas intervenirde grandeurs inonnues.3.1.2.2 Di�usion turbulenteLes équations de transport des orrélations triples font intervenir diretement lavisosité. On pourrait don penser qu'il est néessaire de modi�er la modélisation de



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 53DTij. Cependant, dans la zone logarithmique, la di�usion turbulente joue peu, ar elleest faible devant les termes de prodution ou de redistribution, et par les termes dedissipation (f. �gures 2.7�2.10). Dans la sous-ouhe visqueuse, on a vu au � 2.3.3 quela di�usion turbulente devenait négligeable devant la di�usion moléulaire. Il n'est donpas néessaire de modi�er le modèle dans ette zone, pourvu qu'il donne un résultatnégligeable à proximité de la paroi. Le test a priori 5 présenté sur la �gure 3.1 montreque le modèle de Daly & Harlow (ou, e qui dans un anal revient au même à unoe�ient près, le modèle d'Hanjali¢ & Launder) tend bien vers zéro à la paroi : DT22se omporte omme y2 , au lieu de y5, mais reste de toute façon négligeable devant lestermes D�ij, "ij et ��ij (f. tableau 2.1).En revanhe, la �gure 3.1 montre très lairement qu'on ne peut plus, près de laparoi, onsidérer que le terme de di�usion par la pression est ontenu dans le modèlede DTij. Dès lors, il est néessaire de modéliser spéi�quement Dpij.3.1.2.3 Di�usion par la pressionMalgré la remarque préédente, la plupart des auteurs n'introduisent auune modi-�ation dans leurs modèles pour prendre en ompte la di�usion par la pression (2.39)près de la paroi, e qui semble parfaitement inohérent. Cependant, on peut remarquerque l'apparition d'une importante di�usion par la pression dans l'équation de transportde v2 est un artefat dû à la déomposition de ��ij (f. �gures 2.8 et 2.11). On peutobserver un pi de Dp22 aux alentours de y+ = 3 (�gure 2.11), auquel orrespond un pinégatif de �22, dont il n'y a auune trae dans le terme original ��22. Par onséquent, nepas prendre en ompte ni la di�usion par la pression, ni le pi négatif de �22 revient àmodéliser es deux termes ensemble. On voit don que, en ne se souiant pas de Dpij, lesmodélisateurs onsidèrent, semble-t-il inonsiemment, que e terme est englobé dansle modèle de �ij près des parois 6, et dans le modèle de DTij loin de elles-i. Il existedon un ertain �ou artistique qui entoure la modélisation de e terme, qui fait partiedu � folklore � de la déomposition de ��ij en partie redistributive et partie di�usive.Quelques rares auteurs, ependant, ont tenté de modéliser diretement Dpij. Toutd'abord, Lumley a proposé d'utiliser simplement :uip = �Cuiukuk (3.25)où uiukuk est évalué par l'une des équations proposées au � 3.1.1.3. Demuren et al. [31℄5. A priori signi�e ii que l'expression algébrique de DTij est évaluée à partir des données de la DNSpour toutes les variables (uiuj , k, ").6. Celui-i devient alors un modèle de ��ij .



54 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEremarquent que, à l'instar de �ij, Dpij peut être déomposé en parties lente et rapide, etque le modèle (3.25), indépendant du gradient de vitesse moyenne, ne peut pas repré-senter la partie rapide. Ils proposent don d'utiliser (3.25) pour la partie lente, ommeterme soure d'une équation de relaxation elliptique (voir � 4.1 pour la desription dee type de méthodes). Pour le terme rapide, ils introduisent la forme suivante :Dpij = Cuiul �Ul�xk Æjk + Cujul �Ul�xk Æik (3.26)En�n, signalons, pour mémoire, une autre proposition, elle de Craft [20℄, qui utilisela déomposition (2.45) de ��ij, le terme 12��mm = �(1=�)�(pum)=�xm étant déduit dumodèle suivant :puk = �� (0;5dm + 1;1dAm)(�"kAA2)1=2� ��1;0 + 2;0 exp(�ReT40 )�A2 + 0;4Re�1=4T exp(�ReT40 )� (3.27)ave dm = Ni0;5 + (NkNk)0;5 où Nk = �(k3=2"�1)�xk (3.28)et dAm = NAi0;5 + (NAk NAk )0;5 où NAk = �(k3=2A1=2"�1)�xk (3.29)3.1.2.4 Tenseur de dissipationMalgré l'importane, démontrée au � 2.3.3, de l'anisotropie de "ij au voisinage dela paroi, et le fait qu'elle doive être reproduite de manière préise pour assurer le bonéquilibre des bilans des tensions de Reynolds et ainsi rendre possible la bonne restitutionpar les modèles des omportements asymptotiques de es dernières, ertains auteursontinuent, en développant des modèles bas-Reynolds, à onsidérer que le déviateurde "ij est ontenu dans le modèle de la partie lente du terme de pression. C'est le asnotamment de Shima [140℄, Launder & Shima [84℄ et Launder & Li [80℄.Cependant, la plupart des modèles tentent de prendre en ompte ette anisotropieen fontion de elle des tensions de Reynolds. L'ensemble des modèles proposés peutse mettre sous la forme : "ij = 23"Æij(1� fs) + fsF"�ij (3.30)où "�ij est la forme limite que doit prendre "ij au voisinage de la paroi ; fs est une fontionde pondération qui vaut 1 à la paroi et tend vers 0 au loin, permettant au modèlede passer de sa forme limite à la forme isotrope "ij = 23"Æij ; et F est une fontion
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56 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEéventuellement introduite pour s'assurer que le modèle se ontrate orretement entout point : 12"kk = ".La première proposition pour "�ij est due à Rotta [131℄ et onsiste simplement àrelier le tenseur de dissipation au tenseur de Reynolds par :"�ij = uiujk " (3.31)Cette formulation est utilisée (Hanjali¢ & Launder [49℄, Prud'homme & Elghoba-shi [127℄) ave la fontion fs = �1 + 110ReT��1. Ce modèle se ontratant de manièreexate (12"kk = "), la fontion F est prise égale à 1. La �gure 3.2 montre les résultats apriori obtenus ave le modèle de Hanjali¢ & Launder [49℄. On peut voir que e modèledonne, du moins visuellement, un omportement orret à la paroi des omposantesdiagonales du tenseur de dissipation. De même, au loin, le passage du modèle à laforme isotrope permet une bonne prédition de "ij au-delà de y+ = 60. En revanhe, onpeut voir que dans la zone tampon, entre y+ = 5 et y+ = 60, l'anisotropie du tenseurn'est pas reproduite. De plus, le modèle prédit très mal le omportement de "12 dansla sous-ouhe visqueuse. Cei est une onséquene du mauvais omportement asymp-totique de e modèle, qui n'apparaît pas de manière évidente sur la �gure. En e�et, enanal, le tableau 2.1 donne à la paroi les valeurs limites suivantes :u2k ""11 = 1 ; v2k ""22 = 4 ; w2k ""33 = 1 ; uvk ""12 = 2 (3.32)tandis que le modèle prédit des rapports égaux à 1 pour toutes les omposantes.Pour orriger es mauvais omportements asymptotiques, Launder & Reynolds [82℄ont proposé la forme suivante :"�ij = (uiuj + uiuknjnk + ujuknink + ukulnknlÆij) "k (3.33)qui a l'avantage de donner exatement les bons rapports (3.32). En revanhe, sa ontra-tion donne : 12"�ii = �1 + 52 ukulk nknl� " (3.34)problème résolu failement par Kebede et al. [60℄ en utilisant la fontion :F = �1 + 52 ukulk nknl��1 (3.35)La fontion de pondération utilisée ave e modèle (Kebede et al. [60℄, So & Yoo [142℄)est fs = exp (�ReT=40).



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 57Une formulation légèrement di�érente a été proposée par Launder & Tselepida-kis [85℄, en remplaçant simplement dans "�ij le delta de Kroneker Æij par ninj :"�ij = (uiuj + uiuknjnk + ujuknink + ukulnknlninj) "k (3.36)Ce tenseur se ontrate en : 12"�ii = �1 + 32 ukulk nknl� " (3.37)e qui onduit à hoisir : F = �1 + 32 ukulk nknl��1 (3.38)Cette formulation a été utilisée par Launder & Tselepidakis ave fs = exp (�20A2),et par Lai & So [73℄ ave fs = exp h� (ReT=150)2i. La �gure 3.3 montre les résultatsa priori obtenus ave le modèle de Lai & So. On peut voir que les omportementsde toutes les omposantes de "ij sont très satisfaisants dans la sous-ouhe visqueuse,et pratiquement jusqu'à y+ = 15. En revanhe, dans la zone tampon entre y+ = 15et y+ = 60, il n'y a pas de nette amélioration par rapport au modèle de Hanjali¢ &Launder.Le prinipal défaut des formulations (3.33) et (3.36) est leur dépendane en lanormale à la paroi, qui peut être mal dé�nie dans des as à géométrie omplexe. C'estpourquoi Craft & Launder [24℄ ont proposé un modèle qui ne fait référene à auunedonnées géométriques. Ce modèle est trop omplexe pour être reproduit ii.3.1.2.5 Taux de dissipationLe tenseur de dissipation "ij étant exprimé en fontion du taux de dissipation ", ilreste à onstruire un modèle pour e dernier, valable jusqu'à la paroi. Cette questionest enore à l'heure atuelle un sujet de reherhe et de ontroverse. Il s'agit de l'un despoints les plus déliats de la modélisation de la turbulene, dans la mesure où il est trèsdi�ile d'interpréter physiquement l'équation de transport exate de " et de modéliserses termes un par un. C'est également le point qui est le plus souvent onsidéré ommele point faible de la modélisation au seond ordre. D'innombrables diretions ont étéexplorées, menant à des modèles parfois très élaborés. Une très bonne revue en estdonnée par Hanjali¢ [46℄. Nous allons simplement nous intéresser aux modi�ationsapportées au modèle haut-Reynolds (3.21) les plus simples et les plus employées.Le premier point, le plus évident, est qu'il faut prendre en ompte le terme dedi�usion moléulaire de ". L'équation (3.21) devient alors :D"Dt = C"1 "kP � C"2 "2k + ��xk  C"k"ukul �"�xl!+ � �2"�xk�xk (3.39)



58 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEEnsuite, dans un as de déroissane de turbulene de grille, ette équation se réduità : d"dt = �C"2 "2k (3.40)Les mesures [17℄ montrent que l'énergie turbulente déroît en t�n. Or, (3.40) préditégalement une déroissane en t�n, ave n = (C"2 � 1)�1, e qui permet de alibrerle oe�ient C"2 . Cependant, les mesures montrent aussi qu'en �n de déroissane,le nombre de Reynolds devenant très faible, la visosité se fait sentir plus fortementet l'indie n de déroissane devient plus fort, passant de 1;2 à 2;5. La solution à eproblème a été proposée par Hanjali¢ & Launder [49℄ : il su�t d'introduire en fateurde C"2 une fontion f"2 dépendant du nombre de Reynolds turbulent. L'équation (3.39)devient alors :D"Dt = C"1 "kP � C"2f"2 "2k + ��xk  C"k"ukul �"�xl!+ � �2"�xk�xk (3.41)Hanjali¢ & Launder utilisent par exemple f"2 = 1� 29 exp ��Re2T=62�.Cependant, une autre modi�ation du terme de déroissane de la dissipation estrendue néessaire par le fait que, à la paroi, "2=k tend vers l'in�ni. La solution la plussimple est de dé�nir e" par : e" = "� � �2k�xm�xm (3.42)ou e" = "� 2� �pk�xm �pk�xm (3.43)On peut alors remplaer dans (3.41) "2=k par "e"=k, qui tend vers zéro à la paroi.L'équation (3.41) prend alors la forme :D"Dt = C"1 "kP � C"2f"2 "e"k + ��xk  C"k"ukul �"�xl!+ � �2"�xk�xk (3.44)Cette équation doit être assoiée à l'une des onditions aux limites (2.34), (2.35) ou(2.36). De nombreux auteurs, suivant une idée introduite par Launder & Sharma [83℄dans le adre d'un modèle à visosité turbulente, préfèrent érire diretement une équa-tion de transport pour e", obtenue en remplaçant tous les " par des e" dans (3.41). Laondition aux limites à la paroi devient alors e" = 0.En�n, au voisinage de la paroi, deux termes de génération par le hamp de vitessemoyenne apparaissant dans l'équation de transport exate de " et qui sont négligés àhaut-Reynolds ne peuvent plus l'être [49℄. Cette néessité a été on�rmée de manière



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 59�agrante par les premières simulations diretes : on s'est aperçu que la dissipation subis-sait une très forte roissane dans la sous-ouhe visqueuse et atteignait son maximumà la paroi, alors qu'on royait auparavant, faute de pouvoir la mesurer dans ette ré-gion, qu'à l'approhe de la paroi la dissipation déroissait légèrement [114, 123℄. Pourprendre en ompte le premier des deux termes de génération supplémentaire, Hanja-li¢ & Launder [49℄ proposent de faire varier C"1 , e qui revient à le multiplier par unefontion f"1 . Le seond des deux termes est quant à lui modélisé par un terme E ajoutéà (3.44), qui devient :D"Dt = C"1f"1 "kP � C"2f"2 "e"k + ��xk  C"k"ukul �"�xl!+ � �2"�xk�xk + E (3.45)f"1 peut être hoisi omme une fontion de ReT , omme suggéré par Hanjali¢ & Laun-der [49℄. Shima [140℄ utilise, par exemple, f"1 = 1 + exp ��Re2T=642�. Pour E, Hanja-li¢ & Launder [49℄ proposent :E = C"3� k"ujuk �2Ui�xj�xl �2Ui�xk�xl (3.46)D'autres, à la suite de Shima [140℄, onsidèrent que l'augmentation de C"1f"1 à la paroisu�t à prendre en ompte les deux termes de génération supplémentaires et hoisissentdon E = 0.3.1.2.6 Terme de pressionDe nombreux auteurs, omme par exemple Hanjali¢ & Launder [49℄, Prud'homme &Elghobashi [126℄, Kebede et al. [60℄, So & Yoo [142℄, n'introduisent pas d'autre modi-�ation que les termes d'ého de paroi et onsidèrent que le modèle haut-Reynolds duterme de pression peut être intégré tel quel jusqu'à la paroi. La justi�ation en est quedans l'expression intégrale (3.2) de �ij, la visosité n'intervient pas expliitement.Cependant, les omportements des modèles haut-Reynolds près des parois sont to-talement en ontradition ave le omportement réel. On peut en e�et observer sur la�gure 3.4 que le modèle onstitué du terme lent de Rotta et du terme rapide IP prédittrès mal la redistribution dans la zone de paroi. Notamment, le terme lent induit unmauvais omportement asymptotique du modèle global, qui tend vers une valeur �nie àla paroi (�122 ! 23C1", alors qu'il devrait tendre vers 0 omme y). Le terme rapide, quantà lui, tend bien vers 0, mais passe par un maximum positif vers y+ = 11, orrespon-dant au maximum de la prodution, alors que dans ette région, la redistribution �22est négative. L'introdution des termes d'ého de paroi (�gure 3.5) s'avère béné�que,
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y+Fig. 3.4 � Test a priori du modèle du terme de redistribution dit modèle Rotta+IP.DNS de Moser et al. [110℄ à Re� = 590. 3 �22 donné par la DNS ; �122 donné parle modèle de Rotta ; �222 donné par le modèle IP ; �22 donné par le modèleRotta+IP (somme des deux préédents).
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y+Fig. 3.5 �Même �gure que 3.4 pour le modèle de Gibson & Launder [45℄ (modèle Rotta+ IP ave termes d'ého de paroi).



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 61notamment sur le terme rapide, mais ne su�t pas à orriger le mauvais omportementasymptotique du modèle.C'est pourquoi de nombreux auteurs introduisent des fontions d'amortissementdans les modèles. Cette méthode onsiste simplement à multiplier les termes lent, ra-pide et d'ého de paroi par des fontions de la distane à la paroi, du nombre deReynolds turbulent ou des invariants du tenseur d'anisotropie. Cei permet d'amor-tir la redistribution dans la zone de paroi, et en partiulier de forer le terme lent àtendre vers 0. Shima [140℄, par exemple, remplae le oe�ient C1 du modèle de Rottapar C�1 = C1 [1� (1� 1=C1)fw℄, où fw = exp h�(0;015pky=�)4i, mais utilise sans mo-di�ation le terme rapide de Launder et al. [81℄ (modèle QI). Launder & Shima [84℄remplaent les deux oe�ients des termes lent et rapide respetivement parC1 = 1 + 2;58AA1=42 h1� exp ��(0;0067ReT )2�i (3.47)et C2 = 0;75A1=2: (3.48)Dans une approhe plus réente, dont l'UMIST 7 s'est fait la spéialité, le bon om-portement n'est pas imposé par des fontions d'amortissement, mais par la prise enompte de tous les termes des formulations générales (3.8) et (3.15) des termes lentet rapide. Il existe plusieurs versions de es modèles dits ubiques. Leur philosophieommune est d'éliminer, autant que possible, toute référene expliite à la géométrie(distane à la paroi, normales, et.), et notamment les termes d'ého de paroi.Un premier modèle ubique, relativement simple, a été proposé par Launder &Tselepidakis [86℄, dans lequel les termes d'ého de paroi étaient rendus inutiles par leremplaement, dans la partie rapide de la orrélation pression�déformation, du gradientde vitesse moyenne par un gradient e�etif, dé�ni par�Ul�xm �����e� = �Ul�xm + I ln �ln�xk �2Ul�xk�xm (3.49)où ln = (k=")(upuqnpnq)1=2 est une éhelle de longueur salaire aratéristique de ladiretion normale à la paroi : ln ontient enore une référene expliite à la géométrie.Launder & Li [80℄, tout en onstruisant un modèle ubique plus omplexe, ont reprisette idée de gradient de vitesse e�etif, mais ont supprimé la référene géométriquegrâe à la formulation: �Ul�xm �����e� = �Ul�xm + IL2T �f(A)�xk �2Ul�xk�xm (3.50)7. University of Manhester Institute of Siene and Tehnology.



62 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEoù LT = k3=2=" est l'éhelle de longueur turbulente et f(A) = A0;3(1 + 2;5A3). On peutmontrer (f. annexe C) que ette approhe permet d'obtenir dans la zone logarithmiqueun amortissement de la redistribution omparable à elui donné par les termes d'éhode paroi.En�n, le modèle le plus élaboré, développé depuis une dizaine d'années à l'UMIST,est le modèle dit TCL, pour two omponent limit 8, onstruit de manière à reproduireorretement l'état de la turbulene dans la limite à deux omposantes, qu'elle atteinten partiulier au voisinage d'une paroi (voir par exemple Craft & Launder [25℄ ou, plusréemment, Craft et al. [22℄). Dans e modèle n'apparaît auune référene expliite àla géométrie. Suivant l'idée de Launder & Tselepidakis [86℄, les termes d'ého de paroisont remplaés par des termes orretifs dits inhomogènes, dans lesquels la diretiond'inhomogénéité est identi�ée grâe au gradient de l'éhelle de longueur turbulente.3.1.3 Analyse ritique des modèles lassiquesLa modélisation au seond ordre, même si elle est une simpli�ation drastique de laturbulene, tronquant à l'ordre deux une hiérarhie in�nie d'équations, est à l'heure a-tuelle la seule approximation qui soit à la fois rihe du point de vue du ontenu physiqueet utilisable dans un ontexte industriel. Notamment, sa supériorité, du moins en théo-rie, sur les modèles à visosité turbulente est rarement mise en ause. Elle permet enpartiulier de prédire les e�ets de ontraintes � extérieures � sur la turbulene, ommepar exemple eux dus à la ourbure des lignes de ourant, à la rotation d'ensemble ouà la strati�ation thermique, et permet de rendre ompte des e�ets de l'anisotropie,omme les éoulements seondaires, ou enore le retard de réation de la turbulene àun hangement brusque de l'éoulement moyen.Pour toutes es raisons, dans ertains éoulements omplexes, le passage d'un mo-dèle à visosité turbulente à un modèle au seond ordre représente un véritable sauttehnologique. Cependant, de nombreux problèmes, tant du point de vue pratique quedu point de vue théorique, restent enore à résoudre.3.1.3.1 Problèmes de mise en ÷uvreTout d'abord, la ommunauté de la turbulene s'est heurtée au milieu des années70, lors des premières tentatives d'implantation informatique de modèles au seondordre, à un véritable � mur numérique �. En e�et, l'absene de l'e�et stabilisateur de lavisosité turbulente et le fort ouplage qui existe entre les omposantes du tenseur de8. Limite à deux omposantes.



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 63Reynolds rendent très di�ile la résolution des équations de transport de es dernières.Aujourd'hui, les méthodes numériques ont fortement progressé et e problème a été enpartie levé. Cependant, la mise en ÷uvre d'un modèle au seond ordre dans un odeindustriel est toujours déliate, voire très di�ile dans le as de modèles bas-Reynolds.De plus, l'utilisation d'un modèle au seond ordre induit un suroût par rapport à unmodèle à visosité turbulente. Même dans le as des modèles haut-Reynolds, ouplés àdes fontions de paroi, le nombre d'équations supplémentaires introduites et la di�ultéplus grande à obtenir une solution onvergée inite souvent les utilisateurs industrielsà se ontenter des résultats donnés par un simple k�".En�n, le suroût peut devenir prohibitif lorsqu'on a besoin de modèles bas-Reynolds.En e�et, alors qu'ave un k�" de type Launder & Sharma [83℄ le premier point de alulà l'intérieur du domaine doit se situer aux alentours de y+ = 1, e qui est déjà trèsontraignant dans les as industriels, un modèle au seond ordre bas-Reynolds exigesouvent un premier point aux alentours de y+ = 0;1 (f. [91℄).Ces di�ultés ont tendane à freiner l'utilisation à grande éhelle des modèles auseond ordre, mais on peut espérer qu'elles ne soient pas des obstales rédhibitoires etque les progrès des algorithmes numériques et des performanes des ordinateurs per-mettront d'en venir à bout. En revanhe, nous allons voir que de nombreux problèmesde modélisation des phénomènes physiques sont enore à résoudre et sont l'objet d'uneintense ativité de reherhe.3.1.3.2 Di�ultés à reproduire ertains phénomènesLes défauts des modèles au seond ordre bas-Reynolds peuvent être illustrés parles problèmes renontrés dans des éoulements à géométrie simple qui servent souventd'éoulements-tests pour les nouveaux modèles : le anal, la marhe desendante et lejet impatant.Canal. Le premier éoulement, très simple, qui sert de premier examen de passageà un modèle, est le as du anal, 'est-à-dire de l'éoulement stationnaire entre deuxplaques planes in�nies. Malgré le fait que les oe�ients des modèles soient souventhoisis de manière à reproduire au mieux et éoulement, de nombreux modèles, pourne pas dire la plupart, ne donnent pas des résultats satisfaisants.Le point le plus important et sur lequel les modèles butent le plus souvent est la re-prodution �dèle du fort amortissement de la tension de Reynolds v2 normale à la paroi.Cet amortissement doit être reproduit dans la zone logarithmique, où l'e�et de bloage(f. � 2.2) induit une forte anisotropie de la turbulene (typiquement, v2=23k = 0;37) ;



64 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEet dans la sous-ouhe visqueuse, où v2 se omporte omme y4 alors que u2 et w2 seomportent omme y2 (f. � 2.3).La plupart des modèles arrivent à reproduire l'anisotropie en zone logarithmique,grâe à l'utilisation de termes orretifs : termes d'ého de paroi le plus souvent (Kebedeet al. [60℄, So & Yoo [142℄, Prud'homme & Elghobashi [127℄, Launder & Shima [84℄,Lai & So [73℄, et.) ; orretions inhomogènes parfois (Launder & Tselepidakis [86℄,Launder & Li [80℄, Craft [20℄). Signalons aussi le as du modèle SSG [148℄, mêmes'il n'en existe pas de version bas-Reynolds, qui reproduit ette anisotropie en zonelogarithmique sans introduire de termes supplémentaires dans le modèle de la redis-tribution, mais en rendant les oe�ients dépendants du seond invariant du tenseurd'anisotropie.En revanhe, peu de modèles reproduisent orretement le omportement asympto-tique de v2. Il en résulte une forte surestimation de ette tension de Reynolds dans lasous-ouhe visqueuse et dans la zone tampon, et, onjointement, une sous-estimationdu pi de u2. So et al., en omparant les résultats de huit modèles di�érents, montrentque quatre d'entre eux (Hanjali¢ & Launder [49℄, Kebede et al. [60℄, So & Yoo [142℄, Pru-d'homme & Elghobashi [127℄) surestiment fortement v2 dans la sous-ouhe visqueuseet la zone tampon, et donnent un pro�l de u2 quasiment plat, ne prédisant absolumentpas son pi. L'analyse asymptotique montre alors que es modèles induisent un ompor-tement de v2 en y2. Deux autres modèles (Shima [140℄, Launder & Shima [84℄) donnentle même omportement asymptotique mais parviennent à de meilleurs résultats surl'anisotropie grâe à l'ation des fontions d'amortissement sur la redistribution. Seulsles modèles de Lai & So [73℄ et sa version modi�ée par So et al. [143℄, onstruits expli-itement sur des ritères asymptotiques, permettent de retrouver le omportement dev2 en y4.La raison prinipale de ette di�ulté est que les modèles bas-Reynolds sont desextensions de modèles haut-Reynolds. Or, deux des prinipales hypothèses qui sous-tendent es derniers sont largement inompatibles ave les éoulements de paroi. Lapremière est l'hypothèse de quasi-homogénéité, qui onsiste à supposer que le gradientde vitesse peut-être onsidéré omme loalement onstant (f. � 3.1.1.1), et qui permetd'exprimer la partie rapide de la orrélation pression�déformation omme le produit dugradient de vitesse et d'un tenseur d'ordre quatre. Cette hypothèse ne peut évidemmentpas s'appliquer dans un éoulement de prohe paroi, où le gradient de vitesse subit desvariations spatiales très brusques. Dans la zone logarithmique, l'éoulement n'est quefaiblement inhomogène, e qui explique que des orretions soit su�santes. Mais dansla zone tampon et la sous-ouhe visqueuse, les modi�ations apportées ne su�sent



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 65pas toujours à pallier le mauvais omportement du modèle dû à l'hypothèse quasi-homogène. La seonde hypothèse qui n'est pas ompatible ave un éoulement de paroiest l'hypothèse de loalité. En e�et, nous avons vu au � 2.2 que la non-loalité de lapression et par onséquent du terme de pression est à l'origine de l'e�et de bloage. Aveun modèle loal, la turbulene ne peut plus � sentir � la paroi, si e n'est indiretementpar l'inhomogénéité qu'elle induit. C'est de là que vient le suès, du moins en anal,des termes d'ého de paroi, qui rétablissent la non-loalité à travers la dépendane enla distane à la paroi. Nous reviendrons au � 3.1.3.3 sur es questions, ar elles noussemblent être parmi les prinipaux problèmes de oneption des modèles au seondordre.Marhe desendante. La marhe desendante est très utilisée pour tester les modè-les, ar 'est le as le plus simple d'éoulement déollé, le point de déollement étant �xépar la géométrie. Les prinipales aratéristiques di�iles à prédire sont la longueur dereirulation `, le oe�ient de frottement Cf et le rétablissement de la ouhe limiteen aval de la zone de reirulation.Auun modèle au seond ordre n'est à l'heure atuelle apable de reproduire orre-tement es trois aratéristiques [70℄. L'intensité de la reirulation, et don Cf , sontsouvent sous-estimés, en partiulier pour les faibles nombres de Reynolds. Une ompa-raison détaillée des résultats de modèles de turbulene et de simulation direte [120, 121℄montre que l'origine du problème est un défaut d'entraînement de la bulle de reiru-lation par le reste de l'éoulement. Auune modi�ation de oe�ients tentée sur lemodèle ne donne de résultats satisfaisant. Il y a don là un véritable problème strutu-rel des modèles au seond ordre, sans doute dû aux termes de transport turbulent, quisont une approximation trop grossière des orrélations triples.En�n, auun modèle n'est apable de prédire orretement le rétablissement de laouhe limite en aval du point de réattahement. Les raisons de e problème sont enoretrès mal onnues et font l'objet de reherhes.Jet impatant. Le jet impatant est un éoulement de géométrie très simple quipourtant représente un des grands dé�s pour les modèles. Il s'agit simplement d'un jetaxisymétrique à basse température sortant d'une buse orientée perpendiulairement àune paroi plane hau�ée. Le �uide, en venant impater la paroi, forme alors un jet radialautour du point d'impat. La di�ulté onsiste à prédire la distribution des transfertsthermiques, étant données les spéi�ités de et éoulement [18, 23℄ : la prodution deturbulene ne se fait pas par interation tension de isaillement�isaillement moyen



66 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUE(�uv�U=�y) mais par interation tension normale à la paroi�gradient normal à laparoi 9 (�u2�U=�x) ; la tension de Reynolds normale u2 est supérieure à la tension v2,ar 'est u2 qui est � alimenté � par la prodution ; il y a un fort transport de turbulenevers le point d'impat (non-équilibre).Les études (par exemple [21, 91℄) montrent que les modèles omprenant des termesd'ého de paroi, introduits, rappelons-le, pour orriger les mauvaises préditions dansla zone logarithmique d'un anal, ont ii un e�et ontraire à la physique de l'éoule-ment. En e�et, la prodution de turbulene se fait prinipalement sur la omposantenormale u2 et est redistribuée sur la omposante tangentielle v2, ontrairement à e quise passe dans un anal. La partie lente des termes d'ého de paroi de Gibson & Laun-der [45℄ induit un bloage de la redistribution, e qui a pour onséquene d'ampli�er laomposante u2 au lieu de l'amortir. On obtient alors le long de l'axe de symétrie unesurestimation de u2 d'un fateur entre 2 et 7, suivant la position x [91℄. Le nombre deNusselt étant très sensible à u2, il est surestimé en onséquene.Pour orriger e problème, Craft et al. [21℄ ont proposé des termes d'ého de paroionstruits expliitement de manière à donner l'e�et attendu à la fois en anal et en jetimpatant. Cet exemple illustre assez bien le fait que les orretions introduites pourpallier des défauts de oneption des modèles sont la plupart du temps valables uni-quement dans des as prohes de elui sur lequel elles ont été alibrées. C'est pourquoila tendane atuelle est d'éviter de telles orretions et de développer des modèles quisoient diretement onçus pour être appliables jusqu'à la paroi : le modèle ubiqueTCL [25℄, par exemple, donne de très bons résultats à la fois en anal et dans le as dujet impatant.Un autre phénomène explique également en partie la trop forte intensité de la tur-bulene au point d'impat : le mauvais omportement de l'équation de " en e point. Ilest bien onnu, depuis longtemps, que ette équation est la ause d'une surestimationde l'éhelle de longueur de la turbulene et don d'une trop faible dissipation. Une idée,due à Yap [165℄, onsiste à introduire un terme soure supplémentaire dans l'équationde transport de " qui soit atif uniquement dans la zone d'impat et ait tendane àrétablir la valeur d'équilibre de l'éhelle de longueur. La orretion de Yap s'exprimeomme : S" = 0;083 e"2k �LTCd � 1��LTCd�2 (3.51)où LT = k3=2=" et d est la distane à la paroi.9. Dans un jet impatant, x orrespond à la diretion axiale, don normale à la paroi, y ou r, à ladiretion radiale.



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 67On voit don que, même dans des éoulements à géométrie relativement simple, lesmodèles au seond ordre bas-Reynolds dérivés des modèles haut-Reynolds lassiquesne donnent pas toujours des résultats orrets et néessitent souvent des orretionspartiulières à haque éoulement, e qui n'est évidemment pas satisfaisant d'un pointde vue sienti�que. Cela produit également, à l'extérieur de la ommunauté des spéia-listes de la modélisation de la turbulene, l'impression, malheureusement pas toujoursfausse, que les modèles ne sont que des onaténations de termes ajoutés au fur et àmesure pour prédire des éoulements de plus en plus omplexes. Nous allons voir quela néessité de orretions est une onséquene de défauts fondamentaux de oneptiondes modèles.3.1.3.3 Problèmes de oneptionLes exemples d'éoulements simples, présentés plus haut, que les modèles au seondordre ont beauoup de mal à reproduire, sont révélateurs d'un ertain nombre d'hypo-thèses simpli�atries abusives qui forment la base de la modélisation. Il est étonnantde remarquer que es hypothèses heuristiques, formulées de très longue date, aient tou-jours ours aujourd'hui alors que les progrès de la onnaissane générale des méanismesphysiques ont montré ave ertitude qu'elles sont beauoup trop restritives.Terme de redistribution. Les hypothèses les plus dommageables pour le omporte-ment des modèles en prohe paroi sont la quasi-homogénéité et la loalité. Nous avonsdéjà fait allusion plus haut à ette question, mais il nous semble néessaire d'y revenir,tant elle nous apparaît fondamentale.L'hypothèse quasi-homogène est elle qui permet de passer de l'équation exate (3.4)à l'approximation (3.12). Elle onsiste à négliger les variations du gradient de vitessesur la région autour du point x où les orrélations en deux points sont non-nulles. Or,Bradshaw et al. [11℄ ont étudié la validité de ette hypothèse à partir des données deDNS de Mansour et al. [104℄. En omparant le terme de pression rapide exat et sonapproximation quasi-homogène, ils ont montré que l'hypothèse était tout à fait valideau-delà de y+ = 40, mais omplètement mise en défaut en dessous. On voit don quela modélisation du terme rapide repose sur une hypothèse valable uniquement su�-samment loin de la paroi, e qui explique la néessité d'introduire de fortes orretionspour onstruire des modèles bas-Reynolds. D'autre part, Weinstok [160℄ montre quel'on peut retrouver le modèle de Rotta pour le terme lent à partir de onsidérationsthéoriques, en utilisant également une hypothèse de quasi-homogénéité : il signale donque la modélisation du terme lent ne peut pas non plus être valide jusqu'à la paroi.



68 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEL'hypothèse de loalité, quant à elle, onsiste à � oublier � que les équations destermes lent et rapide (3.3) et (3.4) s'expriment sous forme d'intégrales de orrélationsen deux points sur tout le domaine, et à modéliser es termes en fontion de tenseursexprimés au point x. Si ette idée n'est pas ontestable du point de vue mathématique(l'intégrale est bien une fontion de x uniquement), elle l'est en revanhe du point de vuephysique : exprimer l'intégrale sous forme algébrique rend très di�ile sa modélisationet fait perdre à l'équation de transport des tensions de Reynolds leur aratère non-loal, qui joue un r�le essentielle dans l'e�et de bloage en région de paroi (f. � 2.2).Ces hypothèses de quasi-homogénéité et de loalité sont don uniquement appli-ables dans des éoulements libres. La présene d'une paroi néessite alors l'introdu-tion de termes orretifs : termes d'ého de paroi, fontions d'amortissement, termesnon-linéaires. Les deux premiers types de orretions sont tout à fait ad ho, ne repo-sant que sur la volonté de � faire oller � les résultats aux expérienes. Ils n'ont pas devéritables fondements théoriques 10. Par onséquent, ils ne sont valables que pour leséoulements pour lesquels ils ont été onstruits, où tout au plus pour des éoulementsdu même type : on a vu, par exemple, que les termes d'ého de paroi de Gibson &Launder [45℄, introduits et alibrés sur le as du anal, ne sont pas du tout adaptés aujet impatant. De plus, en e qui onerne les fontions d'amortissement, la loalité dumodèle néessite de reproduire l'amortissement de la turbulene à travers une dépen-dane en ReT . Il y a là un paradoxe fondamental : omme nous l'avons vu au � 2.2,l'amortissement de la turbulene est dû à la fois à des e�ets dynamiques, qui jouentsurtout dans la sous-ouhe visqueuse, et à des e�ets inématiques, sensibles jusqu'àla zone logarithmique. Modéliser es deux méanismes par une simple dépendane enReT , qui ne aratérise que les e�ets dynamiques, est totalement illusoire : les fontionsd'amortissement sont alors uniquement valables pour l'éoulement sur lequel elles ontété hoisies.C'est pourquoi la tendane atuelle est plut�t aux modèles fortement non-linéairesqui ne néessitent pas d'autres orretions (modèle TCL, par exemple). Ce type de mo-dèles est développé en tentant de respeter des ontraintes physiques telles que réalisa-bilité et omportement limite orret dans le as de la turbulene à deux omposantes.D'après leurs onepteurs, de tels modèles sont don à même de reproduire une grandevariété d'éoulements, puisqu'ils sont onstruits sur des bases théoriques solides. C'estoublier que es modèles reposent sur les hypothèses de quasi-homogénéité et de loalité.10. Les termes d'ého de paroi ont une justi�ation, puisqu'ils sont sensés rendre ompte des termesde surfae dans l'équation intégrale du terme de pression, mais, malheureusement, ette justi�ationest fausse (f. � 2.2.2).



3.1. MODÈLES AU SECOND ORDRE 69À la suite de Speziale [146℄, nous remarquerons qu'il semble vain, voire même absurde,de herher à améliorer les modèles pour qu'ils se omportent orretement dans dessituations ritiques, alors qu'ils reposent sur des hypothèses qui ne sont pas du toutvalables dans es situations.Ainsi, il nous apparaît que l'aroissement de la omplexité ne soit pas la bonne voieà suivre, ar elle repose sur une méthode ontestable. De plus, ave un grand nombrede termes non-linéaires, les modèles deviennent di�iles à implanter informatiquement,peuvent introduire des instabilités numériques, partiulièrement dans les as industrielsoù les maillages ne sont souvent pas assez �ns, et, surtout, deviennent partiulièrementabsons pour les non-spéialistes. C'est pourquoi la méthode de la relaxation elliptique,présentée au hapitre suivant, qui rompt radialement ave les méthodes lassiques demodélisation du terme de pression, nous apparaît à l'heure atuelle omme la meilleurevoie pour représenter la turbulene de prohe paroi.Termes de di�usion. La modélisation des termes de orrélations triples par unehypothèse de gradient généralisé est également un point faible des modèles au seondordre. En e�et, si très souvent, omme dans le as du anal, le transport turbulentn'a qu'un r�le seondaire, sa prise en ompte préise peut être parfois néessaire. Parexemple, nous avons vu que dans un éoulement de marhe desendante, l'intensité dela reirulation était sous-estimée par manque d'entraînement par le reste de l'éou-lement et qu'auune modi�ation des oe�ients ne peut résoudre e problème. Par-neix & Durbin [118℄ montrent que le problème vient de la modélisation du terme dedi�usion turbulente. L'utilisation d'un modèle algébrique fondé sur l'équation de trans-port exate des orrélations triples permet d'améliorer les préditions. De même, dansle as de la onvetion naturelle le long d'une plaque plane vertiale, Boudjemadi [10℄ amontré que le modèle de DTij sous-estimait la di�usion et qu'une modélisation plus éla-borée des orrélations triples résolvait e problème. L'idéal serait bien sûr de résoudrediretement une équation de transport des orrélations triples, mais on passerait ainsià des modèles au troisième ordre, et le nombre d'équations serait bien trop importantpour les appliations industrielles.En e qui onerne le terme de di�usion par la pression, outre le fait, que nousavons déjà évoqué, qu'en prohe paroi e terme devient bien plus important que ladi�usion turbulente, il existe d'autres éléments qui indiquent que les deux termes nepeuvent pas, dans toutes les situations, être modélisés ensemble. En e�et, Demurenet al. [31℄ montrent que dans le as d'un sillage plan, la di�usion par la pression estaussi signi�ative que la di�usion turbulente, et surtout qu'elle n'est pas toujours à



70 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUEontre-gradient. Par onséquent, elle doit être modélisée séparément, e qui n'est pasle as dans la plupart des modèles.Terme de dissipation. La modélisation du terme de dissipation "ij et surtout dutaux de dissipation " est onsidérée omme le prinipal talon d'Ahille des modèles auseond ordre.Tout d'abord, l'hypothèse, formulée par Kolmogorov [71℄, d'isotropie des struturesdissipatives est très souvent mise en ause. Bien sûr, ette hypothèse n'est pas vraieaux bas nombres de Reynolds, et nous avons vu au � 2.2.1 et au � 2.3 que les modèlesdoivent prendre en ompte l'anisotropie de "ij à proximité des parois. Mais nous avonsvu également, au � 3.1.2.4, que les modèles tendent tous vers un modèle isotrope lors-qu'on s'éloigne des parois. Or, Oberlak [115℄ reense plusieurs études montrant quele ouplage entre les grandes et les petites éhelles de la turbulene persiste même àla limite des nombres de Reynolds in�nis. Par onséquent, l'anisotropie des struturesénergétiques induit une anisotropie des strutures dissipatives. Speziale & Gatski [147℄ont proposé de prendre en ompte ette anisotropie par un modèle algébrique de lapartie déviatorique de "ij. Oberlak [115℄, quant à lui, propose un modèle de transportpour "ij.La modélisation du taux de dissipation " est, il faut bien le reonnaître, relativementad ho. Le modèle lassique haut-Reynolds (3.21) a été onstruit à l'origine de manièretotalement empirique, en adoptant une forme similaire à l'équation de transport del'énergie turbulente k. En e�et, l'équation de transport exate de " est onstituée determes relativement di�iles à interpréter physiquement et pour lesquels onstruire unemodélisation ressemble fort à une gageure. Toutes les tentatives de modélisation termeà terme tentées jusqu'à aujourd'hui ont éhoué dans la représentation des bilans exatsde l'équation de ". Les di�érents termes sont don très mal reproduits individuelle-ment, mais les erreurs se ompensent, et on arrive �nalement à prédire " orretement.Cependant, ette ompensation des erreurs est obtenue grâe à la alibration des di�é-rents oe�ients, et n'est don garantie que dans le as de l'éoulement partiulier quia servi d'étalon. Prud'homme et Elghobashi [127℄ notent, par exemple, que l'équationde ", alibrée pour les ouhes limites sans gradient de pression, donne des résultatsirréalistes en présene d'un gradient de pression adverse. De même, nous avons vu au� 3.1.3.2 qu'elle néessite également une orretion à proximité des points d'impat.On voit don qu'en raison du manque de représentation réaliste des di�érents termesexats, l'équation de " manque d'universalité, e qui pénalise l'appliabilité des modèlesde turbulene dans des as industriels très variés.



3.2. MODÈLES À VISCOSITÉ TURBULENTE 71Éhelles de la turbulene. Nous ne prétendons pas dresser ii une liste exhaustivedes points faibles des modèles au seond ordre souvent mis en avant, d'autant que,omme le remarque Launder [79℄, ette liste est empreinte d'une grande subjetivité,haque auteur mettant en avant tel ou tel point suivant sa propre expériene.C'est pourquoi nous nous ontenterons de signaler un dernier point faible, trèsfréquemment mis en lumière, qui est l'utilisation d'éhelles de temps et de longueuruniques, k=" et k3=2=". Dans de nombreux as, lorsque la turbulene est soumise àdes ontraintes extérieures, par exemple une aspiration à la paroi, ou tout simplementlorsque la géométrie l'impose (jet impatant), l'éoulement peut être régi simultanémentpar di�érentes éhelles aratéristiques. De plus, l'utilisation de " pour représenter leséhelles des grandes strutures repose sur l'hypothèse d'équilibre spetral de la turbu-lene [71℄, qui est rarement véri�ée dans les as réels. C'est pourquoi de nombreusesméthodes ont été proposées pour rendre ompte de ette turbulene multi-éhelles (f.par exemple Shiestel [134℄), mais l'aroissement de omplexité qu'elles induisent faitqu'elles sont très peu utilisées en pratique.Nous avons don reensé un nombre relativement important de points faibles desmodèles au seond ordre lassiques, qui ne sont pas signi�ativement améliorés par lera�nement toujours plus grand des modèles proposés aujourd'hui sur les mêmes bases.C'est e qui nous a fortement inités à nous orienter vers une approhe novatrie, larelaxation elliptique de Durbin.3.2 Modèles à visosité turbulenteMalgré le fait que le seond ordre apparaisse omme le niveau de modélisation le plusbas pour que la physique soit représentée de manière réaliste, les exigenes d'e�aitéet de simpliité du alul industriel ont rendu très populaire l'approhe simpli�ée queonstitue l'hypothèse de visosité turbulente. Cette hypothèse, formulée il y a déjà unsièle par Boussinesq, onsiste à exprimer de manière algébrique le déviateur du tenseurde Reynolds en fontion du taux de déformation moyenne :uiuj � 23kÆij = �2�TSij (3.52)où Sij = 12(�Ui=�xj + �Uj=�xi). Ave ette hypothèse, il n'est plus néessaire de alu-ler diretement les tensions de Reynolds, mais seulement l'énergie turbulente k = 12uiuiet la visosité turbulente �T .



72 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUE3.2.1 Modèles haut-ReynoldsL'équation de Boussinesq (3.52) montre que la visosité turbulente �T est homo-gène au rapport entre l'énergie turbulente et Sij, e dernier étant lui-même homogèneà l'inverse d'un temps. Plus exatement, S�1ij est de l'ordre de l'éhelle de temps Taratéristique des grosses strutures énergétiques de l'éoulement. Il existe de nom-breuses possibilités pour exprimer T , la solution lassique étant d'utiliser ", le taux dedissipation de k. On a alors T = k=", e qui donne :�T = C�k2" (3.53)Cette équation est onnue sous le nom d'équation de Prandtl�Kolmogorov. L'expérieneaumulée durant des déennies a abouti, au début des années 70, à la ertitude qu'ilest néessaire, pour représenter �T ave su�samment de généralité, de résoudre uneéquation de transport pour k et une seonde pour ".L'équation de transport exate de k s'obtient en prenant la demi-somme de ellesdes tensions de Reynolds diagonales (équation 2.9), e qui donne :DkDt = ��xi  � �k�xi!| {z }D� � �kui�xi| {z }DT � 1� �uip�xi| {z }Dp � uiuj �Ui�xj| {z }P � � �ui�xj �ui�xj| {z }" (3.54)Les termes à modéliser sont enore une fois DT , Dp et ". Le terme de prodution Pest, quant à lui, déjà modélisé, puisqu'en utilisant l'équation de Boussinesq (3.52), onobtient : P = 2�TSijSij (3.55)Le terme D� ne néessite auune modélisation, et il est de toute façon négligé à haut-Reynolds.Le modèle que nous allons brièvement présenter maintenant est onnu sous le nomde modèle k�" standard, et il est utilisé, éventuellement ave quelques aménagements,dans probablement 95 % des aluls industriels.Di�usion turbulente. Le terme DT est tout simplement modélisé par analogie aveD�, en remplaçant simplement � par �T =�k :DT = ��xi  �T�k �k�xi! (3.56)où le oe�ient �k est généralement pris égal à 1.



3.2. MODÈLES À VISCOSITÉ TURBULENTE 73Di�usion par la pression. De même que dans les modèles au seond ordre haut-Reynolds lassiques, la di�usion par la pression est onsidérée omme ontenue dans lemodèle de la di�usion turbulente.Taux de dissipation. Le taux de dissipation " apparaît dans l'équation de transportde k mais aussi dans l'équation de Prandtl�Kolmogorov (3.53). Nous avons vu qu'il s'estavéré néessaire de résoudre une équation de transport pour ette quantité, qui fourniraalors la valeur à injeter dans l'équation de k, qui peut don �nalement s'exprimer toutsimplement sous la forme : DkDt = P � "+ ��xi  �T�k �k�xi! (3.57)P étant donné par (3.55) et �T par (3.53), il ne reste don plus qu'à modéliser l'équationde transport de ".Or, son équation de transport exate omporte de nombreux termes di�iles àinterpréter physiquement et, par onséquent, à modéliser. On préfère alors utiliser uneéquation empiriquement � alquée � sur l'équation de k.D"Dt = P" � "" + ��xi  �T�" �"�xi! (3.58)où P" et "" sont reliés à P et " en les rendant simplement dimensionnellement orretspar l'introdution du fateur "=k. On a don, �nalement :D"Dt = C"1 "kP � C"2 "2k + ��xi  �T�" �"�xi! (3.59)Cette équation est utilisée également dans les modèles au seond ordre, en remplaçantsimplement le modèle de di�usion (3.56) par une hypothèse de gradient généralisé(f. � 3.1.1).3.2.2 Extension vers la paroiDe la même manière que pour les modèles au seond ordre haut-Reynolds, le modèlek�" standard néessite des modi�ations pour pouvoir être appliqué aux éoulementsde paroi sans l'aide de fontions de paroi. Outre l'équation de ", pour laquelle lesmodi�ations à apporter sont les mêmes que elles dérites au � 3.1.2.5, le prinipalpoint à orriger est le omportement de la visosité turbulente �T .En e�et, on peut voir sur la �gure 3.6 que la tension de isaillement uv est trèslargement surestimée par le k�" standard dans la zone tampon. À la suite de Jones &



74 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUE
uv+

0 50 100 150 200
0

1

2

3

4

5

6

y+Fig. 3.6 � Tests a priori des uv prédits par les k�" haut-Reynolds et bas-Reynolds. DNSde Moser et al. [110℄ à Re� = 590. Æ uv donné par la DNS ; modèle k�" standard ;modèle de Lam & Bremhorst [74℄.Launder [57℄, de nombreux auteurs [13, 50, 54, 74, 83, 111, 143, 164℄ ont proposéd'introduire une fontion d'amortissement f� dans la formule de Prantl-Kolmogorov(3.53), qui devient : �T = C�f�k2" (3.60)Une très bonne revue de e type de modèles est donnée par Patel et al. [123℄, quimontrent que la plupart des fontions f� introduites ne orrigent pas orretement leomportement de la visosité turbulente. Seul, parmi les modèles qu'ils examinent, lemodèle de Lam & Bremhorst [74℄, donne un résultat satisfaisant, omme on peut levoir sur la �gure 3.6. La fontion d'amortissement de Lam & Bremhorst est :f� = 241� exp0��0;0165pky� 1A352 �1 + 20;5ReT � (3.61)L'utilisation de f�, onjointement aux modi�ations portant sur l'équation de ", su�tà pouvoir intégrer le modèle k�", dit alors bas-Reynolds, jusqu'aux parois. Cependant,pour les raisons évoquées au � 3.1.3.3, il est préférable d'éviter le reours aux fontionsd'amortissement. Ce sera l'un des intérêts du modèle v2�f , que nous présenterons auhapitre 5, et qui est un modèle à visosité turbulente utilisant le onept de relaxation



3.3. CONCLUSION 75elliptique et dans lequel auune fontion d'amortissement n'est néessaire.
3.2.3 Limitations des modèles à visosité turbulenteLes modèles à visosité turbulente sont très populaires dans l'industrie ar ils sontsimples, failes à implanter, robustes, et donnent des résultats su�samment réalistesdans un grand nombre d'éoulements. Cependant, ils ont un ertain nombre de limita-tions, que nous allons passer rapidement en revue.Tout d'abord, notons qu'ils possèdent les mêmes défauts que les modèles au seondordre (f. � 3.1.3.3), si e n'est en e qui onerne le terme de redistribution, qui, étantde trae nulle, n'apparaît pas dans l'équation de k. Mais l'utilisation de l'hypothèse deBoussinesq induit des limitations supplémentaires.La première limitation importante vient du fait que l'hypothèse de Boussinesq ex-prime de manière linéaire le tenseur de Reynolds en fontion du tenseur de déformationmoyenne. Il en résulte une très mauvaise reprodution de l'anisotropie de la turbulene,qui rend impossible la prédition des e�ets de ette anisotropie sur l'éoulement, ommepar exemple la génération d'éoulements seondaires. Il en résulte également un termede prodution toujours positif, e qui ne permet pas au modèle d'être sensible aux e�etsstabilisateurs, omme eux dus à la rotation d'ensemble ou à la ourbure des lignes deourant. C'est pourquoi ertains auteurs utilisent des modèles à visosité turbulentenon-linéaire, qui permettent de prendre en ompte ertains des e�ets ités préédem-ment [5, 27, 138℄.La seonde limitation essentielle des modèles à visosité turbulente est, tout sim-plement, l'absene d'équations de transport des tensions de Reynolds. Il en résulteune réation immédiate de elles-i aux variations des vitesses moyennes. Notamment,les axes propres du tenseur d'anisotropie des tensions de Reynolds sont alors en per-manene onfondus ave eux du tenseur de déformation. Dans les éoulement réels,omme le montre Laurene [88℄ dans le as d'un éoulement dans un faiseau de tubes,les tensions de Reynolds ne s'alignent pas immédiatement ave la déformation : il y a unretard, un temps de relaxation, qui rend l'interation turbulene�hamp moyen beau-oup plus omplexe que ne le suppose l'hypothèse de Boussinesq. Cette limitation, quidétermine en grande partie la supériorité des modèles au seond ordre sur les modèlesà visosité turbulente, rend illusoire l'appliation de es derniers dans un grand nombrede situations pratiques, où la turbulene n'est pas en équilibre.



76 CHAPITRE 3 MODÉLISATION CLASSIQUE3.3 Conlusion du hapitreCe hapitre nous a permis de mettre en lumière la méthode qui a été utilisée durantles dernières déennies pour développer des modèles valables en présene de parois.Elle onsiste essentiellement à prendre omme base des modèles haut-Reynolds et àintroduire des modi�ations pour prendre en ompte les e�ets de la paroi dérits auhapitre 2.Cette méthode est à l'origine de nombreux problèmes renontrés par es modèles,dans la mesure où des modi�ations très fortes sont rendues néessaires par le faitque les modèles haut-Reynolds reposent sur des hypothèses qui ne sont absolumentpas valables à proximité des parois : l'hypothèse de loalité, qui onerne aussi bienles modèles à visosité turbulente que les modèles au seond ordre ; l'hypothèse deBoussinesq, qui ne onerne que les premiers ; l'hypothèse de quasi-homogénéité, quine onerne que les derniers.Les termes orretifs introduits, que e soit sous la forme de termes d'ého de paroi,de fontions d'amortissement ou de termes non-linéaires, apparaissent don ommearti�iels, n'étant pas vraiment justi�és par la théorie, mais plut�t rendus néessairespour � faire marher � des modèles dans des situations où ils ne sont pas valables. Ilsemble don illusoire d'essayer de développer des modèles de prohe paroi de plus enplus omplexes, alibrés le plus souvent pour véri�er ertaines ontraintes théoriquesdans des situations extrêmes, alors que les hypothèses de base du modèle ne s'appliquentque loin des parois.C'est pourquoi l'approhe de la relaxation elliptique, introduite par Durbin, nousapparaît omme une alternative bien plus prometteuse : le modèle est non-loal, pro-priété essentielle pour laquelle il a été spéi�quement développé ; et il n'utilise pasl'hypothèse de quasi-homogénéité à proximité des parois. Le reste de et exposé estentièrement onsaré à ette méthode.



Chapitre 4Modélisation des e�ets de paroi parrelaxation elliptique
4.1 PrésentationCe hapitre est entièrement onsaré à la présentation et à l'analyse d'une voieoriginale pour la modélisation de la turbulene en prohe paroi, qui a été proposéepar Durbin [35, 38℄, et qui onsiste à utiliser le onept de relaxation elliptique pourprendre en ompte la non-loalité du terme de pression des équations de transportdes tensions de Reynolds. Dans la première partie de e hapitre, nous allons tenterde donner une desription détaillée de ses fondements, notamment en montrant, parune analyse poussée des données de la DNS de Moser et al. [110℄, que les hypothèsesintroduites intuitivement par Durbin, fréquemment mises en question, sont relativementbien on�rmées par les données de simulation direte. Puis, dans la deuxième partie,nous essaierons de dégager les améliorations que e modèle apporte par rapport auxmodèles lassiques dans la desription de la physique de prohe paroi, mais aussi lespoints qu'elle ne résout pas et les problèmes supplémentaires qu'elle peut engendrer.En�n, la troisième partie de e hapitre sera onsaré à l'étude des voies d'améliorationspossibles, et en partiulier à la proposition de nouvelles formulations pour l'équationde relaxation elliptique.4.1.1 L'équation de relaxation elliptiqueNous avons vu au hapitre préédent que l'extension des modèles lassiques auxrégions de paroi est très pénalisée par la non-validité dans es régions des deux hypo-thèses fondamentales qui sous-tendent es modèles, l'hypothèse de quasi-homogénéité77



78 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEet elle de loalité. L'idée introduite par Durbin, qui est de développer une équationdi�érentielle pour le terme de pression, permet d'éviter l'utilisation de es hypothèses.Tout d'abord, en raison des omportements asymptotiques inohérents qu'introduitla déomposition lassique de la orrélation gradient de pression�vitesse ��ij en orréla-tion pression�déformation �ij et di�usion par la pression Dpij (f � 2.3), nous préféronstravailler diretement ave ��ij sans le déomposer. De plus, même si ette approhen'est pas elle utilisée par Durbin, nous montrerons que les onditions aux limites utili-sées pour l'équation de relaxation elliptique impliquent que e soit bien ��ij, et non �ij,qui soit modélisé.Rappelons que ��ij s'exprime omme une orrélation entre la vitesse �utuante et legradient de pression �utuante :��ij = � 1�ui �p�xj � 1�uj �p�xi (4.1)Or, en prenant la dérivée spatiale de l'équation de Poisson pour la pression (2.10), onobtient également une équation de Poisson pour le gradient de pression :r2 �p�xk = ��xk  �2��Ui�xj �uj�xi � ��ui�xj �uj�xi + ��ui�xj �uj�xi ! (4.2)De la même manière que pour l'équation (2.10), on peut onsidérer que (4.2) satisfaitla ondition aux limites ��n  �p�xk! = 0 (4.3)La solution de l'équation (4.2) peut alors être exprimée sous forme intégrale enutilisant la fontion de Green du domaine G
 (voir par exemple [30℄). Cette fontionest solution du même problème de Neumann, dans lequel le terme soure est remplaépar une fontion de Dira 1. 8>>><>>>: r2G
(x;x0) = Æ(x0 � x)�G
�n ������
 = 0 (4.4)La solution de (4.2) peut se mettre sous la forme :�p�xk (x) = Z
r2 �p�xk (x0)G
(x;x0) dV (x0) (4.5)1. Nous adoptons ii des notations et un voabulaire � physiiens � pour les distributions. Leséquations sont don à interpréter au sens des distributions.



4.1. PRÉSENTATION 79L'équation intégrale de ��ij se déduit alors failement de (4.5) :���ij(x) = Z
	ij(x;x0)G
(x;x0)dV (x0) (4.6)où 	ij est dé�ni par :	ij(x;x0) = �ui(x)r2 �p�xj (x0)� uj(x)r2 �p�xi (x0) (4.7)À e stade, la méthode lassique onsisterait à séparer l'intégrale en partie rapide etpartie lente, à appliquer l'hypothèse de quasi-homogénéité �Ui=�xj(x0) = �Ui=�xj(x),permettant de sortir �Ui=�xj de l'intégrale, et en�n à utiliser l'hypothèse loale, quionsiste à exprimer les intégrales de orrélations en deux points restantes par des ten-seurs exprimés au point x.Rompant omplètement ave ette méthode, Durbin [35℄ propose de dé�nir la fon-tion de orrélation f(x;x0) reliant la orrélation en deux points et la orrélation en unpoint de la manière suivante :	ij(x;x0) = 	ij(x0;x0)f(x;x0) (4.8)et de la modéliser simplement parf(x;x0) = exp�� rL� (4.9)où r = kx0 � xk et L est la longueur de orrélation. Il est ii important de noter quedans la dé�nition (4.8), la orrélation en un point est exprimée en x0, qui est la variabled'intégration dans (4.6). En e�et, une manière plus lassique [109℄ de dé�nir la fontionde orrélation est d'érire : 	ij(x;x0) = 	ij(x;x)F(x;x0) (4.10)e qui permet de sortir la orrélation en un point de l'intégrale (4.6), onduisant à :���ij(x) = 	ij(x;x) Z
F(x;x0)G
(x;x0)dV (x0) (4.11)On en déduit alors une forme similaire à elle que l'on obtient pour le terme rapideaprès avoir utilisé l'hypothèse quasi-homogène. Toute l'information non-loale seraitalors ontenue dans F(x;x0), qu'il serait très di�ile de modéliser.Au ontraire, ave la dé�nition (4.8), l'équation (4.6) devient :���ij(x) = Z
	ij(x0;x0)f(x;x0)G
(x;x0)dV (x0) (4.12)



80 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUELa fontion de Green d'un domaine quelonque n'est pas onnue analytiquement. Nousallons ii prendre en première approximation la fontion de Green de l'espae IR3, quiest : GIR3(x;x0) = � 14�kx0 � xk (4.13)Cette approximation peut sembler à première vue très restritive, dans la mesure oùelle n'est pas valable lorsque le domaine est limité par une paroi. Nous reviendrons plusloin sur ette question.En utilisant le modèle (4.9) et l'approximation (4.13), l'équation intégrale de ��ijdevient : ���ij(x) = � Z
	ij(x0;x0)exp (�r=L)4�r dV (x0) (4.14)Or, la fontion : GIR3(x;x0) = exp (�r=L)4�r (4.15)est la fontion de Green de l'espae IR3 assoiée à l'opérateur 1=L2 �r2 (f. [30℄). Paronséquent, le produit de onvolution (4.14) peut être inversé, montrant que ��ij estsolution de l'équation : ��ij(x)� L2r2��ij(x) = �L2� 	ij(x;x) (4.16)Dans ette équation, le seond membre reste à modéliser. On peut alors remarquer que,en turbulene homogène, (4.16) se réduit à :��ij(x) = �L2� 	ij(x;x) (4.17)Par onséquent, on peut modéliser le seond membre de (4.16) par n'importe quelmodèle quasi-homogène �hij présenté au � 3.1.1. ��ij véri�e alors l'équation :��ij � L2r2��ij = �hij (4.18)onnue sous le nom d'équation de relaxation elliptique. Modéliser le seond membre par�hij peut paraître abusif en prohe paroi, mais nous verrons que la solution de l'équationest essentiellement déterminée par les onditions aux limites dans ette région, le termesoure ne devenant important que dans une zone où l'hypothèse quasi-homogène estvalable.L'originalité de e modèle par rapport aux modèles lassiques vient du fait quele terme de pression n'est pas exprimé sous forme d'une relation algébrique en unpoint, mais omme la solution d'une équation di�érentielle elliptique, qui prend don en



4.1. PRÉSENTATION 81ompte l'e�et non-loal. Cette non-loalité permet à ��ij de � sentir � à distane l'e�et dela paroi. Les onditions aux limites vont permettre d'imposer un omportement orretde ��ij à la paroi, et le aratère elliptique de l'équation (4.18) permet de � raorder �la zone de prohe paroi à la zone lointaine, où le modèle �hij est valable.4.1.2 Modélisation de "ijAvant de nous intéresser aux onditions aux limites de (4.18), il est néessaire d'abor-der la question de la modélisation du tenseur de dissipation "ij. Nous avons vu au� 3.1.2.4 que, dans les modèles lassiques, pour reproduire orretement l'anisotropiede "ij au voisinage de la paroi, on utilise un modèle "�ij près de elle-i, et une fontionfs qui permet de faire � basuler � le modèle de "�ij à 23"Æij au loin (équation 3.30).Or, il est fortement préférable, pour des raisons d'universalité, d'éviter le reoursà des fontions ad ho telles que fs. C'est pourquoi Durbin [35℄ propose d'utiliserégalement une équation de relaxation elliptique pour modéliser "ij. Tout d'abord, "�ij,la forme limite de "ij près de la paroi, est hoisie omme :"�ij = uiujk " (4.19)Cette formulation n'a pas que des avantages (f. � 3.1.2.4), mais elle a au moins elui dene pas être dépendante expliitement de la géométrie, ontrairement aux formulationsplus élaborées (3.33) et (3.36). Mais rien n'empêhe a priori de onstruire un modèlede relaxation elliptique à partir de (3.33) ou de (3.36).On peut déomposer le tenseur de dissipation de la manière suivante :"ij = "�ij + ("ij � "�ij) (4.20)Au voisinage de la paroi, "ij doit tendre vers "�ij, don on doit avoir :("ij � "�ij)! 0 (4.21)tandis que, loin de elle-i, "ij doit tendre vers 23"Æij, e qui orrespond à :("ij � "�ij)! 23"Æij � "�ij (4.22)On peut alors aluler ("ij � "�ij) à l'aide d'une équation de relaxation elliptique similaireà elle développée pour ��ij, ave omme terme soure la valeur que l'on veut obtenirau loin : ("ij � "�ij)� L2r2("ij � "�ij) = 23"Æij � "�ij (4.23)



82 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEEn imposant à ette équation la ondition aux limites ("ij � "�ij) = 0 à la paroi, onobtiendra les deux omportements asymptotiques reherhés (4.21) et (4.22).Cependant, il n'est pas néessaire de résoudre deux équations de relaxation ellip-tique séparées pour ��ij et ("ij � "�ij), ar apparaît dans l'équation de transport de uiujdiretement la di�érene ��ij � "ij, qui peut s'érire ��ij � ("ij � "�ij)� "�ij. Il su�t donde résoudre une équation de relaxation elliptique pour Pij = ��ij � ("ij � "�ij). Celle-is'obtient en prenant simplement la di�érene de (4.18) et de (4.23) :Pij � L2r2Pij = �hij � 23"Æij + "�ij (4.24)qui devra respeter à la paroi la ondition aux limites Pij = 0.On voit don que ette méthode permet d'obtenir le omportement anisotrope de "ijprès de la paroi. Certes, ontrairement à ��ij, l'utilisation d'une équation de relaxationelliptique pour "ij n'a pas de fondement théorique, mais est tout aussi satisfaisante quel'utilisation d'une simple fontion ad ho pour pondérer "ij et "�ij. De plus, nous allonsvoir que ette méthode permet de respeter le bon équilibre des di�érents termes dubilan de uiuj près de la paroi, e qui est l'une des qualités essentielles du modèle deDurbin.4.1.3 Conditions aux limites4.1.3.1 Bilan asymptotique de v2La propriété de la turbulene la plus importante à reproduire par un modèle estl'anisotropie en prohe paroi. Pour ela, il est indispensable de respeter l'équilibre dubilan de v2 dans ette région, tel qu'il a été dérit au � 2.3.L'équation de transport de v2 au voisinage de la paroi se réduit à l'ordre dominantà (f. � 2.3.4) : D�22 � "22 + ��22 = 0 (4.25)soit, en utilisant les notations introduites à la setion préédente et le modèle (4.19)pour "�ij, la paroi étant située en y = 0 :� �2v2�y2 � "kv2 + P22 = 0 (4.26)Ave le modèle hoisit pour "�ij, le omportement asymptotique de "ij est 2�b22y2 aulieu de 8�b22y2 (voir tableau 2.1). Cependant, omme signalé au � 2.3.4, il est essentielpour obtenir le bon omportement de v2 de respeter l'équilibre du bilan, 'est-à-dire



4.1. PRÉSENTATION 83de faire en sorte que ��22 soit égal à la di�érene de D�22 et de "22, même si elle-i n'estpas modélisée orretement. Cei se traduit ii par :P22 = "kv2 � � �2v2�y2 = �10� b22 y2 (4.27)Ce résultat montre que l'imposition de P22 = 0 à la paroi n'est pas su�sante : ondoit arriver à imposer exatement (4.27). Pour ela, introduisons le tenseur fij dé�nipar : fij = Pijk (4.28)On a alors : f22 = �10� b22 y2k (4.29)Comme la ondition aux limites à la paroi sur " sera " = 2� limy!0 k=y2, on a :f22 = �20�2" b22 (4.30)Il su�t don de relier la ondition aux limites de f22 à la valeur limite de v2=y4 à laparoi, ar en imposant un équilibre orret du bilan, on aura bien un omportement dev2 en y4. Cela donne : f22 = �20�2" limy!0 v2y4 (4.31)On voit don que pour obtenir le bon équilibre du bilan de v2 à la paroi, il estnéessaire d'imposer la ondition aux limites (4.31). Cela ne peut se faire qu'en résolvantl'équation de relaxation elliptique non pas pour Pij, mais pour fij, 'est-à-dire :fij � L2r2fij = 1k ��hij � 23"Æij + "�ij� (4.32)C'est don ette équation qui sera résolue onjointement à l'équation de transport deuiuj, dans laquelle la di�érene ��ij � "ij sera modélisée par kfij � "�ij.4.1.3.2 Comportement asymptotique des tensions de ReynoldsPour toutes les omposantes du tenseur de Reynolds, le bilan à la paroi se réduit à(f. � 2.3.4) : ��ij = "ij �D�ij (4.33)e qui donne ii : kfij = "�ij �D�ij (4.34)



84 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEsoit : � �2uiuj�y2 � uiujk " = �kfij (4.35)En utilisant "=k = 2�=y2, la solution de ette équation di�érentielle portant sur uiujest : uiuj = A y2 + By � "20 �2 fij y4 (4.36)Comme on imposera uiuj = 0 à la paroi, on aura B = 0. La solution se réduit don à :uiuj = A y2 � "20 �2 fij y4 (4.37)C'est alors la ondition aux limites sur fij qui �xera le omportement asymptotique deuiuj. Il onvient ii de distinguer les di�érentes tensions de Reynolds :Cas de v2. Le as de la omposante v2 a déjà été étudié plus haut. On a vu quela ondition aux limites sur f22 était donnée par (4.31). En introduisant (4.31)dans (4.37), on obtient A = 0, e qui montre bien que l'on aura le omportementreherhé v2 = O(y4).Cas de u2 et w2. Pour es omposantes, on souhaite obtenir un omportement en y2.L'équation (4.37) montre que si la ondition aux limites sur fij n'est pas hoisieexpliitement de manière à annuler A, on obtiendra uiuj = O(y2). Par onséquent,la ondition aux limites importe peu, et on hoisira pour des raisons de simpliitéfij = 0 pour es deux tensions de Reynolds.Cas de uv. Ce as est un peu plus problématique. En e�et, l'équation (4.36) montrequ'il n'y a pas de terme en y3 dans la solution. Par onséquent, il n'existe auuneondition de Dirihlet sur fij telle que uv = O(y3).En fait, si on suppose que uv = �y3 dans l'équation (4.35), on arrive à la onlu-sion suivante : yf12 = �8�2" � (4.38)e qui montre que la seule ondition aux limites qui puisse permettre d'obtenirun omportement de uv en y3 est la ondition singulière en zéro :f12 = �8�2" uvy4 (4.39)Ce type de onditions aux limites ne peut s'appliquer qu'au premier point àl'intérieur du domaine et peut introduire des instabilités dans les aluls, en raisondes grandes valeurs que peut prendre f12. De plus, il en résulte une plus grande



4.1. PRÉSENTATION 85sensibilité au maillage. C'est pourquoi on préfère utiliser la ondition aux limitesqui annule A : f12 = �20�2" uvy4 (4.40)ar, puisqu'elle induit, omme le montre (4.37), un omportement de uv en y4,la singularité en zéro est éliminée. En fait, l'in�uene du hoix de ette onditionaux limites est assez limitée, dans la mesure où l'amortissement trop fort de uvsera restreint à une très petite région. Ce défaut est de toute façon préférable audéfaut inverse, où uv serait surestimé près de la paroi.Composante uw. Cette omposante, qui est nulle en anal, se omporte dans le asgénéral en y2 à la paroi. La ondition aux limites appliquée à f13 est don la mêmeque elle de f11 et f33, 'est-à-dire f13 = 0.Composante vw. De la même manière que uv, ette omposante se omporte ommey3. Il n'y a don pas non plus de ondition aux limites de Dirihlet appropriée,et 'est don également la ondition suivante qui est appliquée :f23 = �20�2" limy!0 vwy4 (4.41)qui donnera vw = O(y4).4.1.4 Modèle ompletLe modèle de relaxation elliptique prend en ompte les termes de pression et letenseur de dissipation. Pour les termes qui restent à modéliser, toutes les possibilitéssont ouvertes. Il s'agit de l'éhelle de longueur L, du taux de dissipation, de la di�usionturbulente, du terme soure de l'équation de relaxation elliptique �hij et éventuellementde la di�usion par la pression. Nous allons ii présenter le modèle le plus simple, telqu'il a été dé�ni par Durbin [38℄, ainsi que quelques variantes utilisées par di�érentsauteurs.Avant tout, réglons le as de la di�usion par la pression. Comme nous l'avons signaléau � 4.1.1, ontrairement à Durbin, nous avons érit l'équation de relaxation elliptiquepour ��ij sans le déomposer. Il n'y a don pas lieu d'introduire un terme de di�usionpar la pression dans le modèle. Durbin, lui, onsidère que e terme est inlus dans ladi�usion turbulente. Cependant, près de la paroi, ette dernière est négligeable, tandisque la di�usion par la pression prend des valeurs importantes (f. �gure 2.11). De plus,en dé�nissant plus haut les onditions aux limites, on a utilisé le fait que le termede pression équilibre la di�érene entre la dissipation et la di�usion moléulaire en



86 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEprohe paroi. Cei est vrai uniquement pour le terme de pression total ��ij, pas pourla orrélation pression�déformation ni pour le terme dév(��ij) utilisé par Durbin. Paronséquent, 'est bien pour le terme omplet ��ij que l'équation de relaxation elliptiquedoit être utilisée. Grâe aux onditions aux limites, la di�usion par la pression est donbien prise en ompte près de la paroi. Loin de elle-i, il est en général négligé, maisrien n'interdit d'introduire dans le terme soure un modèle pour e terme, tel que euxprésentés au � 3.1.2.3. Auun auteur ne semble pourtant avoir envisagé ette possibilité.Modèle quasi-homogène en terme soure. Le terme soure �hij de l'équationde relaxation elliptique peut être modélisé par n'importe lequel des modèles quasi-homogènes évoqués au � 3.1.1.1. Habituellement, pour la partie rapide, 'est le modèleIP qui est utilisé, et le modèle de Rotta pour la partie lente [7, 36, 37, 38, 69, 70℄.Cependant, d'autres modèles plus élaborés peuvent également être utilisés, omme lemodèle QI [32℄, le SSG [32, 90, 121, 163℄ et même le modèle de Craft & Launder [90,163℄. Cependant, l'utilisation de modèles étendus au bas-Reynolds en ajoutant desfontions d'amortissement ou des termes non-linéaires est ontraire à l'esprit de larelaxation elliptique. Il est tout à fait envisageable d'utiliser des modèles non-linéaireshaut-Reynolds, développés pour assurer par exemple la réalisabilité du modèle, maisl'extension vers la région de prohe paroi est entièrement prise en ompte par l'équationde relaxation elliptique. Ce modèle a été développé de manière à éviter l'utilisationdes tehniques hasardeuses d'extension aux régions de prohe paroi des modèles haut-Reynolds que nous avons ritiquées au � 3.1.3.3. Par onséquent, il est préférable d'éviterd'utiliser de tels modèles omme terme soure.Di�usion turbulente. N'importe lequel des modèles de di�usion turbulente déritsau � 3.1.1.3 peut être utilisé. Dans la plupart des as, 'est simplement le modèle deDaly & Harlow [28℄ qui est hoisi. Cependant, Demuren & Wilson [32℄ ont égalementtesté ave suès le modèle de Mellor & Herring [105℄ en assoiation ave le modèle SSGpour le terme soure �hij.Étant donnés les hoix qui ont été faits, le modèle de Durbin pour les tensions deReynolds s'érit de la manière suivante :DuiujDt = �uiuk �Uj�xk�ujuk �Ui�xk+kfij�uiujk "+ ��xl  C��k ulumT �uiuj�xm !+�r2uiuj (4.42)fij � L2r2fij = 1k  �C1 1T (uiuj � 23kÆij)� C2(Pij � 23PÆij)� 23 kT Æij + uiujT !



4.1. PRÉSENTATION 87= 1� C1kT (uiuj � 23kÆij)� C2k (Pij � 23PÆij) (4.43)ave les oe�ients : C� = 0;23 ; �k = 1;2 ; C1 = 1;22 ; C2 = 0;6. Les termes k=" ont étéremplaés par T , de manière à rester onsistant ave e qui est fait dans l'équation dutaux de dissipation, que nous allons dérire au paragraphe suivant.Taux de dissipation. Nous avons montré au � 4.1.2 de quelle manière le tenseur dedissipation "ij était pris en ompte par une équation de relaxation elliptique. Cependant,il reste à érire une équation de transport du taux de dissipation " valable jusqu'à laparoi.Enore une fois, n'importe lequel des modèles présentés au � 3.1.2.5 peut être uti-lisé. Cependant, par souis d'éviter au maximum le reours à des fontions ad ho,Durbin [35℄ a proposé de ne pas introduire de fontion f"2 pour prendre en omptel'augmentation de la dissipation en �n de déroissane d'une turbulene de grille.Le problème de la singularité du terme "2=k à la paroi est quant à lui levé enréérivant e terme sous la forme "=T , où T est l'éhelle de temps de la turbulene :T = k=". Pour éviter la singularité, il su�t alors de borner ette éhelle par l'éhelle deKolmogorov �1=2="1=2. Durbin a don proposé d'utiliser :T = max k" ;CT ��"�1=2! (4.44)ave CT = 6. Cette éhelle de temps est également utilisée pour le terme de générationP"=k qui est réérit sous la forme P=T .En�n, pour prendre en ompte l'augmentation de la génération de " près de la paroi,Durbin a proposé d'utiliser une fontion f"1 de la forme :f"1 = 1 + 0;1P" (4.45)L'équation de transport de " s'érit don �nalement :D"Dt = C 0"1P � C"2"T + ��xl  C��" ulumT �"�xm!+ �r2" (4.46)où C 0"1 = C"1f"1. La ondition aux limites est donnée par (2.36). Les oe�ients sont :C"1 = 1;44 ; C"2 = 1;9 ; �" = 1;65.Éhelle de longueur. L'éhelle de longueur qui apparaît dans l'équation de relaxa-tion elliptique (4.32) doit également être modélisée. L'éhelle turbulente lassique k3=2="est utilisée mais, omme elle tend vers zéro à la paroi, pour éviter une singularité de



88 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEl'équation de relaxation elliptique, elle est bornée par l'éhelle de Kolmogorov �3=4="1=4.On a don : L = CLmax k3=2" ;C� �3=4"1=4! (4.47)ave CL = 0;2 et C� = 80 (f. Durbin & Laurene [41℄ pour le hoix des oe�ients).4.2 Hypothèses sous-jaentesPour développer le modèle de relaxation elliptique pour le terme de pression, quel-ques hypothèses ont été utilisées, de manière plus ou moins impliite. Le but de ettesetion est de rendre plus expliites es hypothèses et de déeler elles qui peuvent(doivent) être remises en question.La validité de es hypothèses a été étudiée en détail pendant la thèse et a onstituéune part importante du travail. Pour ela, nous avons utilisé la base de données desimulation direte du anal à Re� = 590 de Moser et al. [110℄. Cette étude ne sera pasreprise en détail dans e rapport. Elle a été exposée dans trois publiations qui sontdonnées en annexe A, B et C, ette dernière étant la plus omplète et la plus détaillée.Nous y ferons simplement référene lorsque nous en utiliserons les onlusions.4.2.1 Fontion de orrélation salaireL'hypothèse de base du modèle de Durbin est l'approximation des orrélations endeux points. En e�et, dans l'équation intégrale de ��ij (4.6), il est néessaire de modéliserla orrélation en deux points 	ij(x;x0), que l'on souhaite exprimer en fontion de laorrélation en un point 	ij(x0;x0). Or, la relation linéaire la plus générale entre es deuxquantités est : 	ij(x;x0) = 	kl(x0;x0)fijkl(x;x0) (4.48)Le tenseur d'ordre quatre qui apparaît dans ette équation ontient 81 oe�ients,mais e nombre peut être onsidérablement réduit en utilisant diverses propriétés desymétrie [112℄. Cependant, une relation de e type est trop élaborée dans l'optiquede prendre simplement en ompte l'e�et non-loal et ne pourrait onduire qu'à desmodèles très omplexes. C'est pourquoi on hoisit de se ontenter d'un tenseur d'ordrezéro, 'est-à-dire d'une simple fontion de orrélation f(x;x0).Cette hypothèse est une limitation du modèle, dans la mesure où elle impliqueque l'e�et non-loal soit le même pour toutes les omposantes de ��ij. L'étude desorrélations en deux points à partir des données de simulation direte (f. annexe C),



4.2. HYPOTHÈSES SOUS-JACENTES 89montre que e n'est pas le as. En e�et, on peut aluler une fontion de orrélationsalaire f(x;x0) di�érente pour haque omposante 	�� de la manière suivante :f(x;x0) = 	��(x;x0)	��(x0;x0) (4.49)On onstate alors (f. annexe C, �gure 2) que les fontions de orrélation sont similaires,notamment en e qui onerne leurs formes et leurs évolutions au travers du anal, maisque la largeur des pis, 'est-à-dire l'éhelle de orrélation, dépend de la omposante.En utilisant la même fontion de orrélation salaire pour haque omposante, onfait alors une approximation : l'e�et non-loal est don représenté plus qualitativementque quantitativement. On ne peut pas résoudre e problème de manière simple, parexemple en dé�nissant des éhelles de orrélation di�érentes selon les omposantes, arle modèle ne serait plus invariant par hangement des axes du repère. La seule solutionserait don de modéliser le tenseur de orrélation d'ordre quatre dé�ni par (4.48).4.2.2 Modélisation de la fontion de orrélationL'hypothèse de base du modèle est l'utilisation de l'approximation (4.9). La fontionde orrélation est modélisée par une exponentielle, qui dépend uniquement de la normer du veteur séparation x0 � x, et qui est don isotrope. La forme en exponentielleest relativement bien on�rmée par les données de simulation direte (f. annexe C,�gure 2, 4�11), mais, en revanhe, l'hypothèse d'isotropie peut être remise en question.En partiulier, près de la paroi, on onstate, en partiulier pour la omposante 	22,une très forte élongation des ourbes d'iso-orrélation dans la diretion de l'éoulement.Cette propriété est tout à fait ohérente ave les résultats sur les auto-orrélations endeux points de la vitesse [47, 133℄. Elle résulte de la présene de strutures instantanéestrès près de la paroi, les stries, que nous avons dérites au � 2.1.2.Cette propriété n'a pas de onséquenes sur l'e�et non-loal en anal, dans la mesureoù elui-i ne joue pas dans les diretions d'homogénéité, mais elle peut avoir un r�leimportant dans des éoulements plus omplexes.En revanhe, l'asymétrie de la fontion de orrélation dans la diretion y, qui peutêtre onstatée jusque dans la zone logarithmique, peut avoir une grande in�uene, mêmedans un anal. En e�et, la non-loalité de ��ij implique que sa valeur au point x estune moyenne pondérée de ontributions élémentaires en haque point x0 du domaine(équation 4.6). Sous la forme (4.12), on voit que la valeur de ��ij est déterminée parles valeurs de 	ij(x0;x0) pondérées par le produit de la fontion de orrélation et de lafontion de Green. Par onséquent, l'asymétrie de f dans la diretion y montre que les
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y0+Fig. 4.1 � Pro�ls de 	+11(x;x0) et de 	+11(x0;x0). DNS de Moser et al. [110℄ à Re� = 590.	+11(x0;x0) ; 	+11(x;x0) pour des séparations suivant l'axe des y ave y = 4,y = 30 et y = 80 (les traits mixtes vertiaux indiquent les points de séparation nulle).points entre x et la paroi ont un poids moindre que eux entre x et le entre du anal.L'absene de prise en ompte de ette asymétrie peut avoir des onséquenes impor-tantes, dans la mesure où la orrélation en un point 	ij(x0;x0) varie onsidérablementsur la région où les orrélations en deux points ne sont pas nulles, omme on peut levoir sur la �gure 4.1.Le modèle isotrope (4.9), qui se traduit par l'opérateur isotrope L2r2 dans l'équa-tion de relaxation elliptique, ne permet don de prendre en ompte ni l'élongation desisoorrélations dans la diretion de l'éoulement, ni l'asymétrie de f dans la diretionnormale à la paroi. Nous verrons au � 4.3 que ela in�ue négativement sur le ompor-tement du modèle dans la zone logarithmique, et au � 4.4 qu'il est possible de modi�erle modèle pour prendre en ompte le aratère anisotrope de la fontion de orrélationet orriger ainsi le omportement du modèle.4.2.3 Inversion du produit de onvolutionLe développement de l'équation de relaxation elliptique utilise le fait que la fontionGIR3(x;x0) = exp(�r=L)=4�r, qui apparaît dans le produit de onvolution (4.14), est lafontion de Green de IR3 assoiée à l'opérateur 1=L2 �r2. Or, ei n'est pas tout à fait



4.2. HYPOTHÈSES SOUS-JACENTES 91exat dans la mesure où L n'est pas onstant. En utilisant ette propriété, on ommetdon une erreur d'inversion.L'importane de elle-i dépend de l'amplitude des variations de L sur la régionqui ontribue signi�ativement à l'intégrale. Cette région est restreinte, ar GIR3(x;x0)tend rapidement vers zéro quand la séparation augmente. On peut estimer en premièreapproximation que ette région est une sphère de rayon L. Sur ette sphère, la variationde L est de l'ordre de LkrLk. On peut don négliger la variation relative de L seulementsi krLk est petit devant 1. Or, près d'une paroi L est approximativement donné par �y,la onstante de Kármán valant � ' 0;41. Par onséquent, krLk n'est pas négligeabledevant 1 et on ne peut pas onsidérer L omme une onstante dans (4.14).L'équation de relaxation elliptique est don entahée d'une erreur d'inversion, dontles onséquenes sont di�iles à évaluer. Cependant, on voit intuitivement que la va-riation de L et l'asymétrie de la fontion de orrélation sont indissoiables : l'éhelle deorrélation variant rapidement ave y, la distane de orrélation est plus grande du otédes y0 > y que du oté y0 < y et f est alors asymétrique. Nous verrons au � 4.4 qu'ilest possible d'éviter ette erreur d'inversion en travaillant dans un espae transformédans lequel L est onstant, et que l'équation de relaxation elliptique modi�ée aura unmeilleur omportement que l'équation originale.4.2.4 Éhelle de longueurL'une des hypothèses du modèle qui est le plus souvent mise en question est l'uti-lisation de l'éhelle de Kolmogorov omme borne inférieure dans le modèle (4.47) del'éhelle de longueur. Or, la signi�ation physique de l'éhelle de longueur apparaissantdans le modèle (4.9), et, par onséquent, la manière de l'évaluer à partir de données desimulation direte n'est pas si évidente qu'il y parait à première vue.Tout d'abord, notons qu'il ne s'agit pas d'une éhelle intégrale. En e�et, une telleéhelle peut être dé�nie à partir de l'équation intégrale de ��ij, en utilisant la dé�nitionstandard (4.10) de la fontion de orrélation F . Ave ette dé�nition, ��ij s'érit sous laforme (4.11), qui suggère la dé�nition de l'éhelle intégrale suivante :L2int(x) = ����Z
F(x;x0)H(x;x0) dV (x0)���� (4.50)Ainsi dé�nie, Lint est une éhelle intégrale, ar elle exprime le rapport entre ���ij, quiest donné par l'intégrale (4.6) des orrélations en deux points, et la orrélation en unpoint : ���ij(x) = �L2int(x)	ij(x;x) (4.51)



92 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUECependant, ette éhelle n'est pas le L du modèle, ar les dé�nitions respetives (4.8)et (4.10) de f et de F sont di�érentes.Néanmoins, on peut noter que L est l'intégrale de zéro à l'in�ni de la fontionexp (�r=L). On serait alors tenté d'évaluer l'éhelle de longueur dans haque diretionpar l'intégrale sur une ligne de la fontion de orrélation issue de la DNS. Malheureuse-ment, ette dé�nition onduit à des paradoxes dans les diretions d'homogénéité. Parexemple, pour déterminer l'éhelle de longueur orrespondant à 	11, l'intégrale suivantedoit être évaluée : Lm = Z 10 f(x;x + rm)dr (4.52)= Z 10 	11(x;x + rm)	11(x+ rm;x+ rm)dr (4.53)où m est un veteur unitaire dé�nissant la diretion d'intégration. Or, on a :	11(x;x0) = �2u1(x)r2 �p�x1 (x0) (4.54)et si m est hoisi dans la diretion de l'éoulement, l'intégrale est identiquement nulle,en raison de l'homogénéité dans ette diretion 2. On arrive alors à la onlusion quel'éhelle de orrélation dans la diretion de l'éoulement est nulle, e qui est évidemmentinorret.Ce problème vient du fait que dans l'intégrale (4.52), les di�érentes régions n'ontpas le bon poids. En e�et, la seule manière orrete d'évaluer une éhelle de longueurpar une intégrale est d'utiliser (4.50). Prenons alors l'exemple d'une turbulene isotropedans l'espae non-borné IR3. Dans e as, l'intégrale (4.50) se réduit à :L2int(x) = ����Z 10 rF(x;r)dr���� (4.55)e qui est très di�érent de (4.52) : le fateur r donne un poids plus important auxgrandes séparations.Par onséquent, une dé�nition très simple de l'éhelle de orrélation va être utilisée.On peut en e�et remarquer que la fontion exp (�r=L) prend la valeur 1=e pour r = L.L'éhelle de orrélation dans haque diretionm peut don être dé�nie omme la normer de la séparation x0 � x = rm pour laquelle la fontion de orrélation prend la valeur1=e. L'éhelle Lm est don dé�nie impliitement par :f(x;x+ Lmm) = 1e (4.56)2. Dans la simulation direte, l'homogénéité est simulée par une périodiité, et l'intégrale est alorségalement identiquement nulle.
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Fig. 4.2 � Dé�nition de l'éhelle de orrélation Lm ave, ii, m = ey.omme illustré sur la �gure 4.2. L'éhelle de orrélation mesure don la demi-largeurdu pi de la fontion de orrélation 3.Contrairement à l'éhelle intégrale, ette dé�nition ne aratérise que la largeurdu pi de la fontion de orrélation : les régions d'exursions négatives de f (f. an-nexe C, �gure 2) sont omplètement ignorées. Cependant, si l'on ompare loin de laparoi l'éhelle de orrélation (dans la diretion y) et l'éhelle intégrale (f. annexe C,�gure 13), on voit qu'elles sont identiques sur une grande partie de l'éoulement 4.Ce résultat est très intéressant. Il montre tout d'abord que les exursions négativesn'ont pas de poids signi�atif dans l'intégrale dé�nissant l'éhelle intégrale. Ce résultatjusti�e a posteriori l'utilisation de la demi-largeur du pi de f pour évaluer l'éhelle deorrélation. Ensuite, ela montre que, loin de la paroi, les fontions de orrélation f et Fsont identiques : de la même manière que l'on peut assimiler �Ui=�xj(x0) à �Ui=�xj(x)dans l'intégrale (3.4) dé�nissant la partie rapide du terme de pression (hypothèse quasi-homogène), on peut assimiler 	(x0;x0) à 	(x;x) dans (4.12). En revanhe, on doits'attendre à e que ei ne soit plus vrai à proximité de la paroi, où 	(x0;x0) subit desvariations rapides, de manière similaire au résultat trouvé par Bradshaw et al. [11℄. Eten e�et, on peut voir sur la �gure 13 de l'annexe C que les éhelles de orrélation et3. L'expression demi-largeur est ii abusive, dans la mesure où le pi n'étant pas symétrique, lesdeux � demi-largeurs � ne sont pas égales, omme on peut le voir sur la �gure 4.2.4. La déroissane rapide de Lint au-delà de y+ = 400 visible sur ette �gure n'est pas physique,elle est due à l'erreur numérique, ar les deux quantités ��ij(x) et 	ij(x;x), dont le rapport est évaluépour aluler Lint (équation 4.51), tendent vers 0 au entre du anal.



94 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEintégrale se séparent au dessous de y+ ' 50.De plus, on peut voir également sur ette �gure que l'éhelle de longueur turbulenteLT = CLk3=2"�1 reproduit quasiment parfaitement l'éhelle intégrale sur tout l'éoule-ment, à ondition bien sûr de hoisir le oe�ient adéquat. Ce oe�ient dépend de laomposante de ��ij onsidérée, problème lié à l'utilisation d'une fontion de orrélationsalaire (f. � 4.2.1) 5.On peut don utiliser l'éhelle turbulente LT pour représenter l'évolution de l'éhellede orrélation tant que ette dernière est identique à l'éhelle intégrale. En revanhe,au-dessous de y+ ' 50, la �gure montre que l'éhelle de orrélation doit être modéliséepar l'éhelle de Kolmogorov LK = CLC��3=4"�1=4. De plus, le point où LT et LK seroisent est approximativement situé à l'endroit où l'éhelle de orrélation et l'éhelleintégrale divergent 6. Ce résultat justi�e don totalement la modélisation de L par lemaximum de LK et de LT (équation 4.47).
4.2.5 Condition aux limites homogène sur le gradient de pres-sionUne autre hypothèse utilisée au ours du développement de l'équation de relaxationelliptique est la ondition aux limites de Neumann homogène (4.3) sur le gradient depression. Cette hypothèse n'a pas vraiment de onséquenes importantes : en e�et, onpeut utiliser le aratère linéaire de (4.2) et séparer la pression en deux termes, pa etpb, véri�ant : p = pa + pb (4.57)8>>>>>>>><>>>>>>>>: r2 �pa�xk = r2 �p�xk��n  �pa�xk! = 0 (4.58)

5. De plus, 'est l'éhelle de orrélation dans la diretion y qui a été traée ii. Du fait de l'anisotropiede la fontion de orrélation, on obtiendrait un oe�ient di�érent en hoisissant une autre diretion.6. Il est à noter que le point de roisement de LT et LK est régi par le oe�ient C� . Or, sur la�gure 13 de l'annexe C, 'est bien la valeur originale C� = 80 qui a été utilisée.



4.2. HYPOTHÈSES SOUS-JACENTES 958>>>>>>>><>>>>>>>>: r2 �pb�xk = 0��n  �pb�xk! = ��n  �p�xk! (4.59)Kim [64℄ a montré à partir des données de DNS [66℄ dans un anal à Re� = 180, quel'on pouvait négliger la pression de Stokes, qui est la partie de la pression qui � porte �la ondition aux limites non-homogène de l'équation (2.10). pb est l'équivalent de lapression de Stokes pour l'équation (4.2), et nous admettrons qu'elle peut égalementêtre négligée.Nous avons don travaillé uniquement ave pa et � oublié � pb. Ce dernier ontientune partie de l'information sur les onditions aux limites, mais ela n'a pas de onsé-quenes, ar les onditions aux limites de l'équation de relaxation elliptique dériventdiretement de onsidérations d'équilibre des bilans des tensions de Reynolds à la paroi.4.2.6 Utilisation de la fontion de Green de IR3Nous avons utilisé au � 4.1.1 l'approximation de la fontion de Green du domaineG
par la fontion de Green de IR3. On peut alors légitimement se demander si l'équationde relaxation elliptique que l'on en déduit est valable dans n'importe quel domaine, eten partiulier e qu'il advient en présene d'une paroi.Pour ela, plaçons-nous dans le domaine semi-in�ni 
 = IR� IR+� IR, qui est limitépar une paroi plane située en y = 0. La fontion de Green de e domaine est [30℄ :G
(x;x0) = � 14�kx0 � xk � 14�kx0� � xk (4.60)La présene du terme image dans la fontion de Green est due au fait que l'on résoutun problème de Neumann homogène sur le gradient de pression. En e�et, 'est e termequi assure la bonne ondition aux limites de la solution sous forme intégrale (4.5) del'équation de Poisson du gradient de pression, ar on a :��n �p�xk (x) = Z
r2 �p�xk (x0) ��nG
(x;x0) dV (x0) (4.61)C'est don bien la nullité de la dérivée normale de la fontion de Green à la paroi quiassure la bonne ondition aux limites.De la même manière qu'au � 2.2.2, on peut remarquer que le terme image prenden ompte l'e�et d'ého de paroi, ette fois-i non plus sur la pression elle-même, mais



96 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEsur le gradient de pression. Cet e�et est moins intuitif, ar il ne orrespond pas àun phénomène aoustique, mais il est tout à fait similaire, les équations véri�ées par�p=�xk étant les mêmes que elles véri�ées par la pression (f. � 2.2.2). De la mêmemanière que l'e�et d'ého de paroi sur la pression a pour onséquene une intensi�ationde la orrélation pression�déformation �ij, elui sur le gradient de pression induit uneampli�ation de ��ij. Notamment, à la paroi, le terme d'ého est exatement égal auterme prinipal et représente don la moitié de l'intégrale totale. Par onséquent, onpeut se demander si le fait de onsidérer qu'on peut remplaer la fontion de Green(4.60) par elle de l'espae IR3 n'est pas une hypothèse qui va pénaliser l'utilisation dumodèle à proximité d'une paroi. Nous allons voir qu'il n'en est rien, ar l'équation derelaxation elliptique ontient en fait impliitement le terme d'ého de paroi.En e�et, de manière analogue à elle assoiée à l'opérateur laplaien, la fontion deGreen G
 assoiée à l'opérateur elliptique 1=L2 �r2 dans le domaine 
 = IR� IR+� IRfait apparaître un terme image :G
(x;x0) = exp (�kx0 � xk=L)4�kx0 � xk + exp ��kx0� � xk=L�4�kx0� � xk (4.62)L'équation de relaxation elliptique ontient don bien, impliitement, la prise en ompted'un terme image. Cependant, e terme image n'est pas rigoureusement équivalent àelui qui provient du terme image dans l'équation de ��ij. En e�et, la solution sous formeintégrale de l'équation de relaxation elliptique (4.16) dans le domaine IR� IR+� IRs'érit :� ��ij(x) = � Z
	ij(x0;x0)0BBBB�exp "�kx0 � xkL #4�kx0 � xk + exp "�kx0� � xkL #4�kx0� � xk 1CCCCA dV (x0) (4.63)Or, l'équation intégrale de ��ij (4.6) s'érit, dans e domaine :� ��ij(x) = � Z
	ij(x;x0) 14�kx0 � xk + 14�kx0� � xk! dV (x0) (4.64)e qui donne, en utilisant le modèle (4.9) pour la fontion de orrélation :� ��ij(x) = � Z
	ij(x0;x0)0BBBB�exp "�kx0 � xkL #4�kx0 � xk + exp "�kx0 � xkL #4�kx0� � xk 1CCCCA dV (x0) (4.65)



4.2. HYPOTHÈSES SOUS-JACENTES 97Les équations (4.63) et (4.65) di�èrent par l'argument de l'exponentielle du terme image,qui fait intervenir x0� dans la première, et x0 dans la seonde. Ainsi, le terme de pres-sion modélisé (4.65) n'est pas, dans e domaine, rigoureusement solution de l'équa-tion de relaxation elliptique (4.16). Cependant, le terme image dans l'intégrande estimportant prinipalement quand le point x0 est au voisinage de la paroi. Sa ontribu-tion est essentielle uniquement lorsque 1=4�kx0� � xk est du même ordre de grandeurque 1=4�kx0 � xk, 'est-à-dire très près de la paroi. Or, dans ette région, les fon-tions exp(�kx0� � xk=L) et exp(�kx0 � xk=L) sont, de même, quasiment égales. L'ef-fet d'ého de paroi, qui est représenté par le terme image dans (4.65), est don pris enompte impliitement par l'équation de relaxation elliptique. Cei est dû au aratèreelliptique de l'opérateur, qui est l'une des prinipales propriétés du modèle. L'équationde relaxation elliptique peut don être onsidérée omme valide en présene d'une paroi.On admettra qu'elle peut être utilisée dans un domaine de géométrie quelonque.4.2.7 Utilisation de la fontion fijL'équation de relaxation elliptique a été développée omme modèle de ��ij et, parextension, de Pij = ��ij � "ij + "�ij, e qui ne pose auun problème partiulier, par linéa-rité de l'équation. En revanhe, l'appliation de ette équation à fij = Pij=k ne semblepas justi�ée a priori. Cette manipulation a été introduite au � 4.1.3 pour assurer le bonomportement asymptotique de la tension de Reynolds v2 à la paroi.En fait, l'introdution de fij est totalement justi�ée, ar elle est indispensable pourrétablir le omportement asymptotique de ��ij, qui est perdu en introduisant le modèle(4.8). En e�et, le omportement près de la paroi de ��ij peut s'analyser en érivant eterme sous la forme : � ��ij = Ciju0i(�p=�xj)0 + Cjiu0j(�p=�xi)0 (4.66)où les primes désignent les valeurs rms et Cij est le oe�ient de orrélation entre ui et�p=�xj . La ondition aux limites utilisée pour �p=�xi est une ondition de Neumannhomogène. Par onséquent, (�p=�xi)0 tend vers une valeur �nie. Le oe�ient de orré-lation, quant à lui, n'a auune raison de tendre vers zéro, et tend don également versune valeur �nie. Par onséquent, ��ij se omporte à l'ordre dominant omme le plusgrand de u0i et de u0j, e qui peut s'érire :��ij = O(u0i) +O(u0j) (4.67)résultat onforme aux omportements dérits dans le tableau 2.1.



98 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUECe omportement asymptotique se retrouve évidemment dans l'équation intégralede ��ij, qui peut s'érire :���ij(x) = ui(x) Z
 �p�xj (x0)G
(x;x0)dV (x0) + uj(x) Z
 �p�xi (x0)G
(x;x0)dV (x0) (4.68)Le omportement quand y ! 0 est ii régi par les termes ui(x) et uj(x). En revanhe,en utilisant le modèle (4.8)�(4.9), on obtient :���ij(x) = Z
 ui(x0) �p�xj (x0) exp�� rL�G
(x;x0)dV (x0) +Z
 uj(x0) �p�xi (x0) exp�� rL�G
(x;x0)dV (x0) (4.69)Dans ette équation, les termes ui et uj ne sont plus des fontions de x, mais de x0.Par onséquent, quand x tend vers la paroi, l'intégrale (4.69) ne se omporte plus enO(u0i) +O(u0j), mais tend vers une valeur �nie.La seule manière de onserver le bon omportement asymptotique serait de rempla-er le modèle : ui(x) �p�xj (x0) = ui(x0) �p�xi (x0) exp�� rL� (4.70)par ui(x) �p�xj (x0) = u0i(x)ui(x0) �p�xi (x0)u0i(x0) exp�� rL� (4.71)Ave e modèle, on onserverait le omportement asymptotique de ��ij en O(u0i) +O(u0j).Malheureusement, la formulation (4.71) n'est pas invariante par hangement de repère,et ne peut don pas être utilisée telle quelle.Cependant, nous avons vu au � 4.1.3.2 que la fontion fij a été essentiellementintroduite pour rendre ompte orretement du omportement asymptotique de v2, etdon pour imposer la bonne ondition aux limites sur ��22. Or, ��22 se omporte en O(v0),et on a O(v0) = O(k). Par onséquent, si on utilise le modèle :ui(x) �p�xj (x0) = k(x)ui(x0) �p�xi (x0)k(x0) exp�� rL� (4.72)on préserve un ordre orret pour ��22. Or, en utilisant e modèle, on arrive à l'équationde relaxation elliptique suivante :��ijk � L2r2��ijk = �hijk (4.73)



4.3. ANALYSE CRITIQUE DU MODÈLE AU SECOND ORDRE 99qui peut être ombinée ave une équation de relaxation elliptique empirique portantsur ("ij � "�ij)=k, pour donner l'équation de fij (4.32).On voit don que le passage de l'équation (4.24) portant sur Pij à l'équation (4.32)portant sur fij, qui peut paraître relativement arbitraire, est en fait totalement justi�ée.4.3 Analyse ritique du modèle au seond ordreDe la même manière qu'au � 3.1.3 pour les modèles lassiques, nous allons tenterde dégager les avantages et les inonvénients du modèle au seond ordre utilisant larelaxation elliptique. Nous insisterons sur les défauts des modèles lassiques qui sontorrigés mais aussi sur eux qui ne le sont pas et sur les di�ultés supplémentaires quepeut apporter e modèle.4.3.1 Améliorations apportéesNon-loalité. L'inontestable qualité de e modèle est son aratère non-loal. Enrésolvant une équation di�érentielle sur le terme de pression, on évite de faire dépendree dernier uniquement de quantités évaluées au point onsidéré. Cette propriété rendpossible la prise en ompte au niveau des tensions de Reynolds des e�ets inématiquesdérits au � 2.2.2, et, en partiulier, de l'e�et de bloage. Ce dernier est reproduitorretement à la paroi, au moins sur la omposante v2, grâe à l'imposition d'unéquilibre orret entre la di�usion moléulaire, la dissipation et le terme de pression,qui permet de prédire le omportement en y4 de v2, omme le montre la �gure 4.4. Dansdes régions plus lointaines, jusqu'à une distane déterminée par l'éhelle de longueur Lutilisée dans le modèle, l'e�et de bloage est simulé par le fait que l'opérateur elliptiquetend à � raorder � la solution à la ondition aux limites. Cet e�et à distane est rendupossible par le aratère elliptique de l'équation, qui est lui-même une onséquene dela onservation de la non-loalité, grâe à la modélisation direte de la fontion deorrélation.La reprodution de l'e�et de bloage est essentielle, ar il est, omme nous l'avonsvu au � 2.2.2, l'expression de l'inompressibilité du �uide au niveau �utuant. Mis àpart l'introdution de termes d'� ého de paroi �, qui posent de nombreux problèmes,la méthode de la relaxation elliptique est la seule méthode onnue atuellement pourprendre en ompte et e�et. Cette propriété justi�e à elle seule l'utilisation du mo-dèle de Durbin. Elle explique que e modèle soit apable de reproduire de manièreremarquable les anisotropies, omme le montre la �gure 4.3. Sa forme réduite à trois



100 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEéquations de transport, le v2�f , que nous allons présenter plus loin, s'est révélée a-pable de prédire orretement les anisotropies en prohe paroi pour un grand nombred'éoulements di�érents, sans auune modi�ation d'un éoulement à l'autre : anal,éoulements déollés, jet impatant, ouhe limite 3D, et.Non-utilisation de l'hypothèse quasi-homogène. L'un des prinipaux pointsfaibles des modèles lassiques est l'utilisation de l'approximation du gradient de vi-tesse par son développement limité à l'ordre zéro dans l'expression intégrale du termerapide (f. � 3.1.1.1). Il a été montré au � 3.1.3.3 que ette hypothèse n'est valide quepour y+ > 40, et qu'elle oblige à introduire des orretions très fortes pour pouvoirintégrer les modèles lassiques jusqu'à la paroi.Dans la méthode de la relaxation elliptique, l'hypothèse quasi-homogène n'est pasutilisée expliitement. Cependant, elle l'est impliitement puisque le terme soure estremplaé par un modèle quasi-homogène. En fait, ela n'introduit pas de problème,ar la solution de l'équation de relaxation elliptique est déterminée par les onditionsaux limites dans une vaste région : on peut voir sur les �gures 4.7�4.9 que la très mau-vaise solution donnée par le modèle quasi-homogène au voisinage de la paroi est trèslargement orrigée, grâe aux fortes onditions aux limites. Laurene & Durbin [90℄ont omparé les solutions données par l'équation de relaxation elliptique portant surf22 ave deux modèles omme terme soure : le modèle Rotta+IP et le modèle ubiquede Craft & Launder [23℄. Alors que es deux modèles donnent normalement des résul-tats omplètement di�érents, lorsqu'ils sont utilisés omme terme soure de l'équationde relaxation elliptique, les préditions sont presque identiques jusqu'à y+ = 25. Ceimontre que les onditions aux limites sont su�samment fortes pour imposer le ompor-tement du modèle dans la sous-ouhe visqueuse et dans une partie de la zone tampon.Par onséquent, les e�ets néfastes de l'utilisation de l'hypothèse quasi-homogène pouronstruire les modèles lassiques sont omplètement oultés par leur inorporationdans l'équation de relaxation elliptique.Simpliité. Le résultat évoqué au paragraphe préédent montre qu'il est inutile d'uti-liser omme terme soure des modèles non-linéaires, dont la omplexité n'a pour origineque la néessité de pallier l'utilisation de l'hypothèse quasi-homogène. Le modèle le plussimple (Rotta+IP) est don en général préféré, ou, à la limite, le SSG, pour éviter lasurestimation de la redistribution dans la zone logarithmique.Par onséquent, les modèles utilisant la relaxation elliptique sont très simples etomportent peu de termes : le modèle original [38℄, ave omme terme soure le modèle



4.3. ANALYSE CRITIQUE DU MODÈLE AU SECOND ORDRE 101Rotta+IP, est totalement linéaire. Cei ontraste ave les modèles lassiques, qui intro-duisent de nombreuses non-linéarités, que e soit dans des termes supplémentaires oudans des fontions d'amortissement.Or, la simpliité présente de nombreux avantages : tout d'abord, elle permet aumodèle d'être failement aessible à d'autres personnes que elles qui l'ont onçu ; en-suite, elle permet de omprendre plus failement le r�le des di�érents termes et leursin�uenes respetives dans les éoulements omplexes, e qui est essentiel dans le adred'une utilisation industrielle ; en�n, elle rend en général plus faile la résolution dessystèmes et plus rapide la onvergene des résultats, en partiulier dans les applia-tions industrielles où les maillages sont très souvent à peine assez �ns. La méthodede la relaxation elliptique ne rend d'ailleurs pas néessaire un extrême ra�nement dumaillage à la paroi, un premier point à y+ = 1 étant largement su�sant.4.3.2 Problèmes non-résolusDans la onstrution du modèle de Durbin au � 4.1.4, de nombreux éléments desmodèles lassiques ont été repris, et par onséquent, ertains problèmes en ont étéhérités.Tout d'abord, l'équation de transport de " est pratiquement la même. Les différen-es, telles que l'utilisation d'une éhelle de temps bornée par l'éhelle de Kolmogorov,orrespondent à des hoix qui ne sont pas liés à la méthode de la relaxation elliptique.Les défauts habituels dus à l'équation de ", dérits au � 3.1.3.3, sont don toujoursprésents.De la même manière, le as de la marhe desendante, dont l'intensité de la reiru-lation est sous-estimée par les modèles lassiques, n'est pas mieux résolu par le modèlede Durbin [70, 120, 121℄ : l'hypothèse mise en ause est la modélisation des orrélationstriples par un simple modèle de gradient généralisé, le même que elui utilisé dans lesmodèles lassiques. De même, le rétablissement de la ouhe limite en aval de la bullede reirulation n'est pas amélioré. En revanhe, il est à noter que, paradoxalement,le modèle v2�f , présenté plus loin, dans lequel les orrélations triples sont modéliséesà l'aide de la visosité turbulente, reproduit quasiment parfaitement l'éoulement surune marhe desendante (f. annexe D).Un autre point n'est pas parfaitement résolu : le omportement asymptotique desomposantes uv et vw à la paroi (�gure 4.4). Nous avons remarqué au � 3.1.3.2 que lagrande majorité des modèles lassiques ne parvient pas à reproduire orretement lesomportements asymptotiques des tensions de Reynolds. Le modèle de Durbin, quant àlui, donne entière satisfation pour les omposantes u2, v2, w2 et uw, mais pas pour uv



102 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEet vw. En e�et, on obtient un omportement en y4 au lieu de y3. Cependant, e défautest relativement mineur. Par exemple, dans un anal, où vw est nul, le r�le essentiel deuv est d'extraire de l'énergie de l'éoulement moyen et d'alimenter la omposante u2à travers le terme de prodution P11. Or, son trop fort amortissement est uniquementsensible dans la sous-ouhe visqueuse, où la prodution est de toute façon négligeable(f. �gure 2.7). Il est don préférable que uv soit sous-estimé que surestimé dans etterégion, ar dans e as la prodution P11 prédite par le modèle pourrait ne plus êtrenégligeable dans le bilan de u2.4.3.3 Points faibles spéi�quesNous allons maintenant passer en revue les prinipales faiblesses spéi�ques à laméthode de la relaxation elliptique, et qui sont à l'origine des travaux d'améliorationentrepris durant ette thèse, exposés en détail dans l'artile en annexe C.Ampli�ation en zone logarithmique. Tout d'abord, le défaut le plus importantdu modèle est elui souligné par Wizman et al. [163℄ : l'opérateur elliptique induit unomportement erroné en zone logarithmique. En e�et, on peut déterminer analytique-ment la solution de l'équation (4.43) dans ette zone, en utilisant les approximationslassiques : �hij = Ah=y, k = u� 2=C1=2� et " = u3�=�y, où Ah est une onstante. On voitalors que le terme soure se omporte en 1=y, et si on herhe une solution fij = �fhij,on obtient : � = 11� 2C2LC�3=2� �2 (4.74)En hoisissant CL de telle manière que C2LC�3=2� = 1, e qui orrespond à L = �y, onobtient le fateur d'ampli�ation � = 1:51. Ce résultat ne représente pas diretementla solution de l'équation di�érentielle, dans la mesure où les onditions aux limites nesont pas prises en ompte. Il donne ependant une indiation sur le omportement dumodèle dans la zone logarithmique.L'ampli�ation de la redistribution dans ette zone n'est évidemment pas souhai-table : le modèle Rotta+IP surestimant déjà la redistribution, il serait préférable quel'équation de relaxation elliptique produise un amortissement de elle-i. Cette ampli�-ation est obtenue quel que soit le modèle quasi-homogène hoisit omme terme soure,ar ils se omportent tous approximativement en 1=y dans la zone logarithmique. Aveun modèle omme le SSG, qui prédit une redistribution orrete, il serait souhaitableque l'équation de relaxation elliptique soit neutre, 'est-à-dire ne produise ni ampli�-ation, ni rédution. Les onséquenes de e défaut ne sont pas négligeables. En e�et,



4.3. ANALYSE CRITIQUE DU MODÈLE AU SECOND ORDRE 103ela rend di�ile la prédition orrete à la fois de la sous-ouhe visqueuse (vitesse defrottement) et de la zone logarithmique et ontraint fortement le hoix des oe�ients.Les raisons de e défaut du modèle ont fait l'objet d'une étude approfondie durantette thèse. Ces travaux sont longuement exposés dans l'artile en annexe C. La prini-pale onlusion est que e défaut est dû à la modélisation trop grossière de la fontionde orrélation. En e�et, la très forte inhomogénéité de l'éoulement, due à la présenede la paroi, induit une asymétrie de la fontion de orrélation dans la diretion normale.Comme il a été montré au � 4.2.2, l'absene de prise en ompte de ette propriété apour onséquene de surestimer le poids relatif des points situés entre le point ourantet la paroi : l'e�et non-loal modélisé privilégie la région de paroi au détriment de larégion entrale. Comme dans la zone logarithmique la orrélation en un point déroîttrès rapidement (�gure 4.1), l'intégrale du produit fontion de orrélation�orrélationen un point est surestimée. Or, la forme de la fontion de orrélation est à l'origine dela forme de l'opérateur elliptique : 'est pourquoi elui-i provoque une ampli�ation dela redistribution dans la zone logarithmique.Nous verrons au � 4.4 omment il est possible de prendre en ompte ette asymétrie,et ainsi de développer de nouvelles formes de l'équation de relaxation elliptique qui neprésentent pas le même défaut d'ampli�ation que la forme originale.Autres points faibles. Pour éviter les fontions d'amortissement dans le modèle,toute dépendane en ReT a été supprimée. Or, nous avons signalé au � 2.2.3 que lese�ets inématiques et dynamiques, qui a�etent la turbulene en présene d'une paroi,peuvent se manifester indépendamment les uns des autres. Ils doivent don être pris enompte séparément dans les modèles. L'e�et de bloage est sans auun doute le plusimportant, et sa reprodution grâe à un opérateur non-loal est la grande fore dumodèle. Cependant, l'e�et des bas nombres de Reynolds peut aussi être signi�atif, etpeut surtout se manifester en dehors des régions pariétales. Le modèle de Durbin neprend pas en ompte es e�ets : il s'agit don plus d'un modèle de prohe paroi qued'un modèle bas-Reynolds.L'un des points les plus souvent ritiqués du modèle est l'ajout de six équationssupplémentaires, à savoir une équation de relaxation elliptique par tension de Rey-nolds. De plus, es équations sont souvent ouplées deux à deux ave les équations detransport des tensions de Reynolds, de manière à pouvoir imposer impliitement lesonditions aux limites (4.31), (4.40) et (4.41) sur f22, f12 et f23, respetivement. En ef-fet, es onditions aux limites faisant intervenir la tension de Reynolds orrespondante,il est préférable de oupler les équations pour stabiliser le modèle en rendant impliite



104 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEette dernière. Le modèle est don, il est vrai, plus lourd à gérer qu'un simple modèleutilisant des fontions d'amortissement, omme par exemple le modèle de Shima [140℄.En revanhe, par rapport à des modèles ubiques, tel que le modèle TCL [25℄, le nombreplus important d'équations est ompensé par la simpliité du modèle, et notammentpar sa linéarité qui rend les systèmes beauoup plus failes à résoudre.4.4 Reformulation du modèleLes possibilités qui ont été étudiées durant la thèse pour orriger le défaut prinipaldu modèle, l'ampli�ation de la redistribution en zone logarithmique, sont exposéesen détail dans l'artile donné en annexe C. Nous allons uniquement ii en retraer ladémarhe et en rappeler les onlusions.4.4.1 Fontion de orrélation asymétriqueNous avons souligné au � 4.2.2 que la modélisation de la fontion de orrélationf(x;x0) par une fontion exponentielle est trop simple et ne permet pas de prendreen ompte l'asymétrie de l'e�et non-loal. L'équation de relaxation elliptique qui endéoule produit alors une ampli�ation de la redistribution dans la zone logarithmique,signalée à la setion préédente.Une solution simple est don de dissymétriser la fontion de orrélation, en iden-ti�ant par exemple la diretion d'inhomogénéité à l'aide du gradient de l'éhelle delongueur, de la manière suivante :f(x;x0) = exp � rL + �(x0 � x) �rL! (4.75)Cette simple modi�ation permet de développer une nouvelle forme de l'équation derelaxation elliptique :(1 + 16�(rL)2)��ij � L2r2��ij � 8�LrL � r��ij = �hij (4.76)Cette formulation di�ère de la formulation originale par la présene de deux termessupplémentaires : 16�(rL)2��ij et �8�LrL � r��ij. Ces deux termes ont un e�et béné-�que sur le modèle, ar ils tendent à réduire la redistribution. En e�et, la même analyseque elle faite au � 4.3.3 montre que le fateur d'ampli�ation de ette formulation est :� = 11 + 2(12� � 1)C2LC�3=2� �2 (4.77)
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108 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEEn fontion du oe�ient �, qui détermine la plus ou moins forte asymétrie de lafontion de orrélation, on obtient di�érents fateurs d'ampli�ation. Ave � = 0, onretrouve le modèle original (� = 1;51) et si on fait tendre � vers l'in�ni, le fateurd'ampli�ation tend vers zéro. Entre les deux, on peut obtenir n'importe quelle valeurde �. En partiulier, ave � = 112 , on a � = 1 et le modèle est don neutre.Cei permet d'adapter le omportement de l'équation de relaxation elliptique aumodèle utilisé omme terme soure. Ave le modèle Rotta+IP, qui surestime la redis-tribution en zone logarithmique, on peut hoisir un oe�ient � > 112 . Or, Wizman etal. ont obtenu de bons résultats ave la formulation suivante :��ij � L2r � � 1L2r �L2��ij�� = �hij (4.78)aratérisée par le fateur d'ampli�ation :� = 11 + 2C2LC�3=2� �2 (4.79)qui vaut 0;75. Cette formulation, totalement empirique, a donné de bons résultats dansun anal : on peut penser qu'en utilisant la formulation (4.76) ave � = 16 qui donne lemême fateur d'ampli�ation, on obtiendra également une amélioration des résultats.4.4.2 Transformation de l'espaeUne autre possibilité pour améliorer le modèle onsiste à tenter de orriger l'erreurd'inversion notée au � 4.2.3. Pour ela, on peut dé�nir une transformation de l'espaex 7! �(x), de telle manière que l'éhelle de longueur de orrélation L soit approxima-tivement onstante dans l'espae d'arrivée. Ainsi, on peut appliquer la même méthodeque elle appliquée au � 4.1.1 dans l'espae transformé (f. annexe C), dans lequel onobtient une équation de relaxation elliptique, sans erreur d'inversion puisque la trans-formation � a été hoisie pour minimiser les variations de L. Pour revenir dans l'espaephysique, il est néessaire de modéliser la matrie jaobienne Aij de la transformationinverse ��1. Par exemple, en 1D, pour ompenser les variations de L (dilater l'espaelà où L est petit et le ontrater là où il est grand), on voit aisément qu'il faut hoisir� tel que : d�2L� = dyL(y) (4.80)Cette relation se généralise en 3D, e qui donne pour la matrie jaobienne :Aij = LijL� (4.81)



4.4. REFORMULATION DU MODÈLE 109L'équation de relaxation elliptique obtenue en repassant dans l'espae physique estalors : ��ij � LklLml �2��ij�xk�xm � Lml �Lkl�xm ���ij�xk = �hij (4.82)Il reste à modéliser Lij. Le hoix le plus naturel est :Lij = 32 uiujk L (4.83)Même si ette nouvelle formulation de l'équation de relaxation elliptique a été déve-loppée seulement pour orriger l'erreur d'inversion, la transformation de l'espae pourque L soit onstant orrige également en partie l'asymétrie de la fontion de orréla-tion dans la diretion normale à la paroi (f. annexe C, �gure 14). Grâe à l'utilisationd'une matrie jaobienne liée aux tensions de Reynolds, on peut de même annuler unepartie de l'anisotropie de la fontion de orrélation. Dès lors, le modélisation de ettefontion par une exponentielle isotrope est bien meilleure dans l'espae transformé quedans l'espae physique.On voit que dans l'expression (4.82) apparaît un terme similaire à elui présent dansla préédente formulation (4.76), de la forme LrL �r��ij. Ce terme joue dans le sensde la rédution de la redistribution, et (4.82) est une formulation quasi-neutre, ar sonfateur d'ampli�ation est donné par :� = 11� 94  u1u22k2 + u2u22k2 !C2LC�3=2� �2 (4.84)qui vaut 1;06 en prenant les valeurs lassiques des anisotropies en zone logarithmique :a12 = �0;30 ; a22 = �0;42.La formulation (4.82) omprenant un nombre important de termes, il pourrait sem-bler préférable, pour alléger les aluls, de simpli�er l'expression de la matrie d'éhellesde longueur Lij, on négligeant l'anisotropie :Lij = LÆij (4.85)qui onduit à l'équation de relaxation elliptique :��ij � L2r2��ij � LrL �r��ij = �hij (4.86)Le fateur d'ampli�ation assoié à ette formulation est donné par :� = 11� C2LC�3=2� �2 (4.87)



110 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEqui vaut 1;2. On voit don que le terme LrL �r��ij joue dans le bon sens, mais,malheureusement, n'est pas su�sant à lui seul pour orriger l'ampli�ation due auterme L2r2��ij. La formulation (4.86) peut aussi s'érire sous la forme suivante :��ij � Lr � (Lr��ij) = �hij (4.88)qui est à rapproher des formulations neutres proposées par Wizman et al. [163℄ :��ij �r2 �L2��ij� = �hij (4.89)Laurene & Durbin [89℄ : ��ij �r � �L2r��ij� = �hij (4.90)et Durbin & Laurene [41℄ : ��ij � Lr2 �L��ij� = �hij (4.91)4.4.3 Test a priori des nouvelles formulationsL'étude théorique montre don que les formulations proposées à la setion préé-dente ont un meilleur omportement que le modèle original. Nous allons maintenanton�rmer es résultats par des tests a priori sur les données de simulation direte enanal à Re� = 590 de Moser et al. [110℄. Nous ne nous intéressons ii qu'à la prédi-tion du terme de pression ��ij, et non au terme total Pij omprenant une partie de ladissipation. L'équation résolue est don, pour la formulation originale :��ijk � L2r2��ijk = �hijk (4.92)La forme de l'opérateur de relaxation elliptique, qui est dans ette équation 1� L2r2est di�érente pour les autres formulations testées, à savoir (4.78), (4.76), (4.89) et (4.82).Le terme soure ainsi que l'éhelle de longueur et l'énergie turbulente sont issues desdonnées de simulation direte. L'équation de relaxation elliptique est alors résolue parinversion direte de la matrie du système, ave, au entre du anal, une ondition desymétrie et, à la paroi, la ondition de Dirihlet :��ijk �����y=0 = limy!0 ��ijDNSkDNS (4.93)Tout d'abord, la �gure 4.10 montre les résultats obtenus pour la omposante ��22ave omme terme soure le modèle Rotta+IP. On peut voir que e modèle, sans re-laxation elliptique, outre le fait qu'il a un très mauvais omportement près de la paroi,
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112 CHAPITRE 4 LA RELAXATION ELLIPTIQUEsurestime la redistribution dans la zone logarithmique. Le modèle de Durbin, sous saforme originale, orrige quasiment parfaitement la prédition près de la paroi (le pi de��22 est légèrement déalé), e qui montre l'importane de la ondition à la paroi : mêmesi le terme soure est omplètement faux dans la sous-ouhe visqueuse et la zone tam-pon, la ondition aux limites, qui, elle, est exate, su�t à imposer la bonne solution.En revanhe, dans la zone logarithmique, le modèle original de Durbin, omme prévupar la théorie, ampli�e ��22, alors qu'un amortissement serait préférable.De manière à améliorer la prédition, on peut utiliser les formulations dont le fa-teur d'ampli�ation théorique est inférieur à 1. Tout d'abord, on voit que la formula-tion (4.78) de Wizman et al. donne un exellent résultat. Il faut néanmoins signalerque ette formulation a été obtenue en herhant l'opérateur elliptique de la forme1� Lar � �LbrL�, ave a+ b +  = 2, qui donne la meilleure prédition sur le pré-sent test.La formulation (4.76), quant à elle, a été proposée au � 4.4.1 sur une base théorique,et seul le oe�ient � peut être adapté. Quand on fait roître �, on obtient, ommeprévu par la théorie, un amortissement de plus en plus fort de la redistribution. Laourbe de la �gure 4.10 a été obtenue en utilisant le oe�ient � = 312 . On voit que etteformulation donne des résultats aussi bons, voire meilleurs, que elle de Wizman et al.,du moins dans la première partie de la zone logarithmique (y+ < 100). En revanhe,dans la zone entrale (y+ > 200), on peut noter une surestimation résiduelle de laredistribution.Sur la �gure 4.11 sont traés les résultats obtenus ave omme terme soure lemodèle SSG. On peut voir que e modèle, sans relaxation elliptique, donne de bienmeilleurs résultats que le modèle Rotta+IP. Auune orretion n'est néessaire au-delàde la zone tampon : e sont don, dans e as, des formulations neutres qui doivent êtreutilisées.Remarquons, tout d'abord, que la forme originale du modèle, traée ii pour ompa-raison, ampli�e enore une fois largement la redistribution dans la zone logarithmique.La formulation (4.89) de Wizman et al., neutre en théorie, donne en fait une lé-gère rédution de ��22. Cet éart entre la théorie et les résultats n'est pas vraimentsurprenant : la théorie n'est en toute rigueur valable que dans la limite des nombres deReynolds in�nis. De la même manière, le résultat théorique pour la formulation (4.76)n'est pas exatement véri�é : alors qu'elle devrait être neutre pour � = 112 , elle donneave e oe�ient un légère ampli�ation. En revanhe, on peut voir sur la �gure 4.11qu'ave le oe�ient � = 212 , la prédition de la redistribution est quasiment parfaitesur l'ensemble de l'éoulement : seul le déalage du pi de ��22, défaut ommun à toutes



4.5. CONCLUSION DU CHAPITRE 113les formulations, persiste.En�n, la dernière formulation testée est la formulation quasi-neutre (4.82). La �guremontre que elle-i prédit un pro�l de ��22 meilleur que la formulation originale deDurbin, mais bien moins bonne que les deux formulations neutres. Une ampli�ationde la redistribution bien plus importante que elle prévue par la théorie est obtenue.4.5 Conlusion du hapitreCes tests a priori des nouvelles formulations de l'équation de relaxation elliptiqueterminent la partie théorique de la thèse. Nous avons montré, tout d'abord, grâeà l'analyse sur données de simulation direte des orrélations en deux points entrevitesse et laplaien du gradient de pression que la méthode de la relaxation elliptiquerepose sur des bases relativement solides. En e�et, alors que les hypothèses qui la sous-tendent avaient été formulées empiriquement par Durbin [35, 38℄, la plupart d'entreelles s'avèrent tout à fait onsistantes ave les données de simulation direte.Nous avons également montré que le omportement du modèle en zone logarith-mique, qui n'est pas totalement satisfaisant, est dû au fait que les hypothèses du mo-dèles ne sont que des approximations � au premier ordre �. En prenant en ompte demanière plus �ne les aratéristiques de la fontion de orrélation, il est possible d'ob-tenir de nouvelles formulations de l'équation de relaxation elliptique qui ne présententpas le même défaut que la formulation originale.Le modèle au seond ordre de Durbin est don très prometteur en e qui onerne leproblème qui nous oupe, la simulation de la turbulene en prohe paroi, ar il permetde prédire de manière très satisfaisante les anisotropies en anal. De plus, ontrairementaux modèles utilisant des fontions d'amortissement, ou des termes non-linéaires, pourorriger le mauvais omportement dû aux hypothèses quasi-homogène et loale, le bonomportement du modèle de Durbin est obtenu sans auunes orretions ni manipula-tions des équations pour � faire oller � les résultats aux données. Cette qualité augured'une bien plus grande universalité du modèle.Malheureusement, les ontraintes industrielles, et notamment le besoin de prouverla faisabilité de l'implantation de modèles à relaxation elliptique dans le ode N3S pourdes appliations industrielles à ourt terme, ne nous ont pas permis de développer plusavant l'étude des résultats donnés par les nouvelles formulations. Nous avons dû nousintéresser exlusivement à la forme réduite à trois équations de transport du modèle deDurbin, le modèle v2�f .





Chapitre 5Le modèle v2�fUtilisation dans un ode industrielDans un adre industriel, l'utilisation des modèles au seond ordre reste souvent trèslimitée. C'est pourquoi Durbin [35℄ a proposé une version simpli�ée de son modèle auseond ordre, réduite à trois équations de transport, et utilisant le onept de visositéturbulente. Ce modèle a été appelé à l'origine k�"�v2, il est plus ouramment désignéaujourd'hui par v2�f .Ce modèle a été hoisi pour être implanté dans le ode industriel N3S pour sasimpliité et le fait que, ontrairement au modèle au seond ordre de Durbin, il a étéappliqué, ave suès, à un grand nombre de as : éoulement ave gradient de pressionadverse [39℄, éoulements instationnaires [39℄, ouhe limite 3D [119℄, éoulement 3Dave tourbillon en fer à heval [119℄, éoulement aérodynamiques [93℄, jets impatants [6,117℄.L'objetif de e hapitre est de montrer la faisabilité de l'implantation de e modèledans le ode industriel N3S, développé à EDF, et son appliabilité à des éoulementd'intérêt industriel.5.1 Présentation du modèle5.1.1 ÉquationsNous avons vu au � 3.2 que les modèles à visosité turbulente doivent être fortementorrigés par des fontions d'amortissement pour pouvoir être appliqués dans les régionsde paroi. Comme pour le modèle au seond ordre de Durbin, le v2�f va être onstruitde manière à éviter l'utilisation de es fontions ad ho, qui pénalisent l'universalité des115



116 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�Fmodèles.La plus importante de es fontions d'amortissement est la fontion f�, qui permetde orriger la très forte surestimation de la visosité turbulente à l'approhe de la paroi,et par onséquent de la tension de isaillement uv (�gure 3.6). C'est ette fontion quidoit être supprimée en priorité.Pour ela, notons que le terme de di�usion turbulente de Daly & Harlow modi�éutilisé dans le modèle au seond ordre de Durbin (f. équation 4.42) peut s'érire sousla forme : DTij = ��xl  �Tlm�k �uiuj�xm ! (5.1)où �Tlm est une visosité turbulente généralisée :�Tlm = C�ulumT (5.2)Or, dans un anal, le terme de di�usion turbulente (5.1) se réduit à :DTij = ��y  C�v2T�k �uiuj�y ! (5.3)Cei suggère que, dans un anal, on puisse simplement utiliser la visosité turbulentesalaire suivante : �T = C�v2T (5.4)La �gure 5.1 montre que e modèle, proposé initialement par Launder [78℄, représenteaussi bien la visosité turbulente que le modèle de Lam & Bremhorst, sans utiliser defontion d'amortissement.Cependant, les tensions de Reynolds n'étant pas résolues, on ne dispose pas de v2dans un modèle à visosité turbulente. Le reonstruire par l'équation de Boussinesqn'étant évidemment pas possible, Durbin [35℄ a proposé de résoudre une équation detransport de v2. Pour ela, on peut remarquer que, dans un anal, l'équation de trans-port de v2 du modèle au seond ordre de Durbin (4.42)�(4.43) s'érit :Dv2Dt = kf22 � v2k "+ ��y  C�v2T�k �v2�y !+ � �2v2�y2 (5.5)ave f22 � L2�2f22�y2 = 1� C1kT (v2 � 23k) + 23C2k P (5.6)On peut don, en anal, utiliser l'expression de la visosité turbulente (5.4), en asso-iation ave une équation de transport pour v2 et une équation de relaxation elliptiquedéduites respetivement de (5.5) et (5.6) :Dv2Dt = k f � v2k "+r � �(� + �T )rv2� (5.7)



5.1. PRÉSENTATION DU MODÈLE 117
�+ T

0 100 200 300
0

20

40

60

y+Fig. 5.1 � Tests a priori des �T prédits par les modèles de Lam & Bremhorst [74℄ etde Launder [78℄. DNS de Moser et al. [110℄ à Re� = 590. Æ �T donné par la DNS ;modèle de Lam & Bremhorst (3.60)�(3.61) ; modèle de Durbin (5.4).et f � L2r2f = (C1 � 1)(2=3� v2=k)T + C 02Pk (5.8)Il est a noter dans es équations que �k a été pris égal à 1, que f22 a simplement éténoté f pour alléger les notations et que l'on a posé C 02 = 23C2.L'équation de transport de k est modélisée de manière tout à fait lassique :DkDt = P � "+r � ((� + �T )rk) (5.9)ave P = 2�TSijSij.L'équation transport de " est, quant à elle, déduite diretement de elle du modèleau seond ordre, seul le terme de di�usion étant modi�é :D"Dt = C 0"1P � C"2"T +r � �(� + �T�" )r"� (5.10)Les équations (5.4), (5.7), (5.8), (5.9) et (5.10) onstituent le modèle v2�f , leséhelles de temps et de longueur étant données respetivement par (4.44) et (4.47).Les équations du modèle sont donnée in extenso dans l'artile en annexe D ave lesvaleurs des oe�ients. Elles sont appliables diretement en géométrie quelonque.Cependant, en dehors d'un anal, on peut se demander quel est le sens physique de lavariable v2.



118 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�F5.1.2 Sens de v2 dans un as généralDans le as d'un anal, la variable v2 est bien la tension de Reynolds normale auxparois, 'est-à-dire la tension de Reynolds dont le terme de prodution est nul. Enrevanhe, dans un as général, résoudre une équation pour une omposante tensorielleisolée peut paraître hoquant a priori. Tel qu'il est érit, le modèle n'est pas invariantpar rotation du repère.Cependant, il ne faut pas voir v2 omme une omposante tensorielle isolée maisplut�t omme une nouvelle éhelle salaire qui, en anal, se onfond e�etivement avela omposante v2 du tenseur de Reynolds et, dans le as général, se onfond au voisinaged'une paroi ave la omposante normale.Cette éhelle salaire permet de quanti�er l'anisotropie près de la paroi. En e sens,elle est à rapproher des indiateurs habituellement utilisés tels que le seond invariantdu tenseur d'anisotropie A2 ou le paramètre d'aplatissement de Lumley A. On peutd'ailleurs noter une ertaine similitude d'approhe entre le v2�f et le modèle k�"�A2de Craft et al. [26℄.5.1.3 Conditions aux limitesLes onditions aux limites pour k et v2 sont les onditions exates k = 0 et v2 = 0.Pour ", on utilise la ondition aux limites évoquée au 2.3.3 :" = 2� limy!0 ky2 (5.11)Pour f , on applique la même ondition aux limites que pour le f22 du modèle au seondordre : f = �20�2" limy!0 v2y4 (5.12)qui permet d'obtenir un omportement asymptotique de v2 en y4.5.1.4 Contraintes de réalisabilitéLa réalisabilité du modèle requiert que les valeurs propres du tenseur de Reynoldsrestent positives. Or, l'équation de Boussinesq s'érit, dans les axes propres du tenseurde déformation : u2� = �2�T�� + 23k (5.13)où les �� sont les valeurs propres du tenseur de déformation. L'équation de Boussinesqprédit une tension de isaillement nulle dans es axes, e qui montre qu'il s'agit égale-



5.1. PRÉSENTATION DU MODÈLE 119ment des axes propres du tenseur de Reynolds. Dans e repère, les tensions diagonalesu2� sont don les valeurs propres du tenseur de Reynolds.La réalisabilité du modèle néessite don de véri�er la ondition suivante :8�; 0 � u2� (5.14)En utilisant (5.13) et l'expression de la visosité turbulente (5.4), on obtient laondition suivante portant sur l'éhelle de temps T :8�; T � k3C�v2�� (5.15)On voit don qu'il su�t de borner T pour s'assurer que les valeurs propres du tenseurde Reynolds soit toujours positives.L'expression (5.15) n'étant pas simple à utiliser, puisqu'elle néessite l'évaluationdes valeurs propres du tenseur de déformation, nous allons herher une majoration nefaisant intervenir que des invariants de e tenseur. Pour ela, notons que la trae de Sijest nulle : �1 + �2 + �3 = 0 (5.16)Par onséquent, on peut érire : �21 = �21 + �23 + 2�2�3 (5.17)Or, (�2 � �3)2 � 0, don (5.17) donne :�21 � 2�22 + 2�23 (5.18)et �nalement : 3�21 � 2�21 + 2�22 + 2�23 = 2SijSij (5.19)Par permutation irulaire des indies, on en onlut :8�; j��j � s23SijSij (5.20)On peut don en onlure que si on impose la majorationT � kp6C�v2qSijSij (5.21)on a bien, 8�; 0 � u2�.



120 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�FNotons que ette majoration est optimale, au sens où, lorsque deux valeurs propresdu tenseur de déformation sont égales, par exemple �2 = �3, si T = k=(p6C�v2qSijSij),on a exatement u21 = 0.L'imposition de la majoration (5.21) permet don de garantir que les valeurs propresdu tenseur de Reynolds restent positives, du moins tant que l'énergie turbulente resteelle-même positive.En e�et, il est à noter que la positivité des variables k, " et v2 n'est pas garantie.En pratique, on observe qu'elles peuvent passer par des valeurs négatives, notammentau début des simulations, quand on est très loin de la solution. En revanhe, on observeuniquement des valeurs positives à onvergene. Les valeurs propres du tenseur deReynolds reonstruit par l'équation de Boussinesq sont alors elles aussi positives, grâeà la ondition (5.21) appliquée sur T .De plus, l'appliation de la majoration (5.21) permet de orriger la forte suresti-mation de l'énergie turbulente près des points d'impat qui aratérise les modèles àvisosité turbulente. En e�et, Durbin [40℄ indique que e défaut est en partie dû à unesurestimation de T , qui diminue la prodution de " par rapport à elle de k (f. équa-tions 5.9 et 5.10). L'imposition de la ontrainte (5.21) permet de réduire d'un fateur10 l'énergie turbulente près du point d'impat (f. [40℄).Une seonde majoration est imposée dans le modèle sur l'éhelle de longueur L.Hors les parties de l'éoulement où les éhelles de Kolmogorov entrent en jeu dansles expressions (4.44) et (4.47) des éhelles de temps et de longueur, on a la relationL = CLk1=2T . Dès lors, il est logique d'utiliser pour L la majoration suivante :L � CL k3=2p6C�v2qSijSij (5.22)Cette ontrainte permet de limiter l'amplitude de L, et joue un r�le omparable à eluide la orretion de Yap (3.51).5.2 Implantation du modèle v2�f dans N3S5.2.1 DesriptionLe modèle v2�f est originaire du CTR 1 et a été peu utilisé en dehors. Il a étéimplanté dans divers odes, aux di�érenes �nies ou aux volumes �nis, utilisant tousdes maillages struturés. Dans le adre des appliations industrielles intéressant EDF, en1. Center for Turbulene Researh, université de Stanford.



5.2. IMPLANTATION DU MODÈLE V 2�F DANS N3S 121géométries omplexes, des maillages non-struturés sont utilisés. Le ode N3S, développéau Laboratoire national d'hydraulique d'EDF est un ode aux éléments �nis, les élémentsétant des triangles en 2D et des tétraèdres en 3D. Le modèle v2�f va don, pour lapremière fois, être implanté dans un ode aux éléments �nis à maillages non-struturés.5.2.1.1 Le ode N3SN3S résout les équations de Navier�Stokes pour un �uide inompressible en phaseunique. La disrétisation spatiale utilisant la méthode des éléments �nis, les équationssont résolues sous forme faible. Les éléments triangulaires ou tétraédriques sont de typeP1�isoP2 : les points de disrétisation de la pression sont les sommets des éléments ;pour les autres variables, e sont les sommets ainsi que les milieux de haque arête. Ily a don en 2D, trois n÷uds de pression et 6 n÷uds de vitesse par élément. En 3D, esnombres sont respetivement 4 et 10.La dénomination iso signi�e que les variables autres que la pression ne sont pasdéomposées sur une base de fontions quadratiques (éléments P1�P2), mais linéairespar sous-éléments : en ajoutant des n÷uds au milieu de haque arête, on dé�nit 4 sous-éléments en 2D, et 8 en 3D, sur lesquels des fontions de base linéaires sont utilisées.Les éléments P1�isoP2 sont préférés aux éléments P1�P2 ar ils véri�ent la onditioninf�sup.La disrétisation temporelle des équations repose sur une méthode à pas fration-naires. Le premier pas est l'étape de onvetion, résolue par la méthode des aratéris-tiques. Le deuxième pas est l'étape de di�usion des variables salaires. Le troisième etdernier pas est la résolution du problème de Stokes généralisé (système vitesse�pression)par, au hoix, l'algorithme de Chorin ou l'algorithme d'Uzawa.Nous ne dérirons pas ii plus en détail le fontionnement général du ode N3S.Toutes les préisions omplémentaires peuvent être trouvées dans [12℄. Seuls les pointspartiuliers au modèle v2�f vont être dérits.5.2.1.2 Implantation du modèle v2�fConditions aux limites. Il peut paraître urieux de ommener par les onditionsaux limites, mais elles-i déterminent en fait très largement la méthode à utiliser pourla résolution. En e�et, si les onditions à la paroi k = 0 et v2 = 0 ne réent pas dedi�ultés (elles sont prises en ompte par une méthode de projetion, omme toujoursdans N3S), en revanhe, elles sur " et f imposent une résolution ouplée des équationsde k et " d'une part, et de v2 et f d'autre part.
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Fig. 5.2 � Méthode d'évaluation des valeurs limites apparaissant dans les ondi-tions à la paroi (5.11) et (5.12). Æ point où les ondition aux limites " = 2�k=y2 etf = �20�2v2="y4 sont appliquées ; � point où les valeurs k=y2 et v2=y4 sont évaluée.Ces onditions à la paroi, données par (5.11) et (5.12) néessitent respetivementl'évaluation des rapports limites limy!0 ky2 (5.23)et limy!0 v2y4 (5.24)Ave un maillage orthogonal, il est faile d'évaluer es limites omme étant simplementla valeur du rapport au premier n÷ud intérieur du maillage. En éléments �nis trian-gulaires 2, ette méthode n'est évidemment pas appliable diretement, la normale àla paroi au point onsidéré ne passant pas, en général, par un n÷ud du maillage. Enrevanhe, omme illustré sur la �gure 5.2, il su�t d'évaluer par interpolation le rapportau point d'intersetion de la normale à la paroi ave la première arête du maillage ren-ontrée. Cette méthode assez fruste, et s'apparentant plus à des di�érenes �nies qu'àdes éléments �nis, a néanmoins donné entière satisfation 3.Les onditions aux limites sur " et f font don intervenir respetivement les valeursde k et de v2 en deux points 4 à l'intérieur du domaine. La solution la plus simple2. Le but de e travail étant essentiellement de montrer la faisabilité de l'implantation du modèleen éléments �nis non-struturés, nous n'avons onsidéré que des as 2D.3. Il est à noter que, en général, on utilise plusieurs ouhes de mailles orthogonales près de laparoi. Le point où les onditions aux limites sont évaluées oïnide don dans e as ave un n÷ud dumaillage.4. Trois points en 3D.



5.2. IMPLANTATION DU MODÈLE V 2�F DANS N3S 123serait de traiter les onditions aux limites de manière expliite, 'est-à-dire d'évaluerles rapports (5.23) et (5.24) à partir des valeurs de k et de v2 au pas de temps préé-dent. Malheureusement, ette méthode onduit à une ertaine instabilité numérique :les rapports peuvent prendre de très grandes valeurs lorsque k et v2 s'éartent de leuromportements asymptotiques en y2 et y4, respetivement. Notamment, au début dessimulations, lorsque k et v2 sont très loin de leurs valeurs onvergées, les onditions auxlimites expliites déstabilisent le alul. Il est don préférable de prendre en ompte esonditions aux limites de manière impliite, et don de oupler les équations de k et "d'une part, et elles de v2 et f d'autre part.Méthode de résolution des systèmes ouplés. Deux systèmes distints, k�" etv2�f sont don à résoudre. La onvetion étant tout d'abord prise en ompte par laméthode des aratéristiques, les dérivées partiulaires apparaissant dans les équationsde transport de es quatre variables peuvent s'érire sous la forme :D'Dt = '(n+1) � e'(n)�t (5.25)où ' est l'une quelonque des variables, l'exposant entre parenthèses indique le numérode l'itération temporelle,�t la valeur du pas de temps et e'(n) la valeur de '(n) onvetéepar la méthode des aratéristiques.Dans la résolution des systèmes k�" et v2�f , ertains termes sont impliités, d'autresrestent expliites. Auun test n'a été réalisé pour véri�er la néessité ou les béné�estirés de es impliitations : nous avons diretement pro�té de l'expériene en la matièreaumulée au CTR 5. La prise en ompte des di�érents termes est don la suivante :� Tous les termes de di�usion de la former �  ( � + �T�' )r'! (5.26)sont impliites, omme toujours dans N3S, �T étant, lui, expliite.� Dans le système k�", les termes de prodution de k et de " sont expliites, lestermes de dissipation sont impliites. Pour elui de k, puisqu'on résout un systèmeouplé, on impliite diretement ". Les oe�ients pondérateurs C 0"1 et T sontexpliites.� Dans le système v2�f , les termes de l'équation de v2 sont tous impliites, tandisque le terme soure de elle de f est totalement expliite. Dans kf , terme � pro-dutif � de v2, k est bien sûr expliite, mais f est impliite. Dans le terme dedissipation ("=k) v2, le fateur "=k est expliite, v2 est impliite.5. Saha Parneix, ommuniation personnelle.



124 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�FOn peut résumer la desription préédente en érivant les équations des deux sys-tèmes, ave les exposants (n) pour les termes expliites et (n+ 1) pour les termesimpliites :8>>>>>><>>>>>>: k(n+1)�t � ek(n)�t = P (n) � "(n+1) +r � �(� + �(n)T )rk(n+1)�"(n+1)�t � e"(n)�t = C 0(n)"1 P (n) � C"2"(n+1)T (n) +r �  (� + �(n)T�" )r"(n+1)! (5.27)
8>>>>><>>>>>: v2(n+1)�t � fv2(n)�t = k(n) f (n+1) � v2(n+1)k(n) "(n) +r � �(� + �(n)T )rv2(n+1)�f (n+1) � L(n)2r2f (n+1) = (C1 � 1)(2=3� v2(n)=k(n))T (n) + C2P (n)k(n) (5.28)ave, pour " et f , les onditions aux limites :"(n+1) = 2� k(n+1)y2 (5.29)et f (n+1) = �20�2"(n) v2(n+1)y4 (5.30)évaluées omme dérit sur la �gure 5.2. Ces onditions aux limites sont prises en omptediretement dans la matrie du système. La résolution des systèmes k�" et v2�f este�etuée par l'algorithme BI-CGSTAB [156℄.5.2.2 Validation5.2.2.1 Éoulement en anal à Re� = 395Pour valider l'implantation du modèle dans N3S nous allons omparer ses résultatsave eux donnés par le même modèle implanté dans un ode 1D développé au CTR 6.Le as du anal à Re� = 395 a été hoisi, et les résultats peuvent alors être omparésave des données de simulation direte [110℄.Le nombre de points du maillage n'étant pas limité dans e as très simple, nousavons volontairement hoisi un maillage très �n pour les simulations ave N3S, de ma-nière à s'a�ranhir de tout problème d'erreur de disrétisation. Le maillage ontient 200n÷uds de vitesse dans la largeur du demi-anal. Le premier point intérieur est situé6. Paul Durbin, ommuniation personnelle



5.2. IMPLANTATION DU MODÈLE V 2�F DANS N3S 125environ à y+ = 0;5. Au entre du anal, une ondition de symétrie est utilisée. Les asmonodimensionnels n'étant pas prévus dans le ode N3S, on résout le problème dansun domaine 2D, ontenant seulement trois n÷uds dans la diretion de l'éoulement,ave des onditions aux limites de périodiité. Le maillage est orthogonal, onstituéd'éléments triangulaires provenant de retangles oupés en deux suivant une diagonale.Le maillage hoisi pour le ode 1D, quant à lui, ontient 100 points. Le premier pointintérieur est situé à y+ = 1;25. Une ondition de symétrie est également appliquée auentre du anal.Le ode 1D résout les équations adimensionnées par u� et �, tandis que N3S résout leséquations adimensionnées par Ub et h, respetivement la vitesse débitante et la demi-largeur du anal. Les simulations ave le ode 1D sont don réalisées à Re� imposéet elles ave N3S à Re imposé. Par onséquent, pour pouvoir omparer les deux, ona proédé de la manière suivante : tout d'abord, une simulation ave le ode 1D àRe� = 395 est réalisée. On peut alors déterminer le nombre de Reynolds Re de lasimulation en intégrant le pro�l de U+, puisque :Z Re�0 U+dy+ = 1� Z h0 Udy = hUb� (5.31)On trouve que la simulation ave le ode 1D à Re� = 395 orrespond à Re = 7 273. Onpeut alors réaliser la simulation ave le ode N3S en imposant ette valeur.La �gure 5.3 ompare les pro�ls des di�érentes variables de l'éoulement obtenusave les données de simulation direte. Tout d'abord, notons la parfaite oïnidenedes résultats donnés par les deux odes, e qui est le but premier de es simulations.Cei est obtenu alors que les maillages sont di�érents et, notamment, le premier pointà l'intérieur du domaine, où les onditions aux limites sont évaluées, est situé à desdistanes di�érentes de la paroi dans les deux as. Les onditions aux limites à la paroiapparaissent don relativement indépendantes du maillage.En omparant es résultats ave la simulation direte, on voit que la vitesse moyenneest surestimée dans la zone logarithmique (presque inexistante pour e faible nombre deReynolds) et dans la zone entrale. Le débit est alors lui aussi surestimé, et le nombrede Reynolds obtenu Re = 7 273 est supérieur à elui de la DNS, Re = 6 881.Le pi de k est également légèrement surestimé, mais l'anisotropie est globalementbien reproduite. La dissipation est, quand à elle, sous-estimée dans la sous-ouhe vis-queuse et surestimée au-delà.On voit don que, en imposant le même frottement à la paroi que la simulationdirete, on obtient des résultats presque parfaits dans la sous-ouhe visqueuse : pourla vitesse moyenne, e n'est pas surprenant, puisque la pente à l'origine est imposée ;



126 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�Fpour k et v2, 'est la onséquene du respet rigoureux de leurs bilans asymptotiquesrespetifs à la paroi, imposés grâe aux onditions aux limites sur " et f , respetivement.En e qui onerne ", on onstate que l'introdution d'un oe�ient C 0"1 variable devantla prodution ne su�t pas à orriger totalement le pro�l dans la sous-ouhe visqueuse.En revanhe, au-delà de ette zone, les variables sont globalement surestimées. Onvoit don qu'il n'est pas possible d'obtenir à la fois la bonne vitesse de frottement à laparoi et le bon débit, ou, e qui est équivalent, à la fois le bon Re� et le bon Re.Sur la �gure 5.4 sont traés les résultats obtenus en imposant, ette fois-i, le bonnombre de Reynolds Re. La proédure est l'inverse de la préédente : onnaissant lenombre de Reynolds Re = 6 881 de la DNS on peut imposer ette valeur pour la simu-lation ave N3S. On peut alors évaluer la vitesse de frottement u� obtenue : on en déduitque Re� = 375, valeur que l'on impose pour la simulation ave le ode 1D.Les résultats doivent ette fois-i être omparés adimensionnés par Ub et h. Toutd'abord, notons, une fois enore, la parfaite onordane des pro�ls obtenus ave lesdeux odes.Ensuite, les résultats de es simulations sont bien meilleurs au entre du analque eux représentés sur la �gure 5.3, pour toutes les variables. Cei est dû au faitque le débit, et don le nombre de Reynolds Re, sont respetés. L'amélioration estpartiulièrement probante sur U et ".En revanhe, la vitesse de frottement n'étant pas reproduite, les résultats dans lasous-ouhe visqueuse sont dégradés. La pente de U est sous-estimée, ainsi que lesvaleurs de k et de v2. La valeur prise par " à la paroi est également moins bien prédite(37 % au lieu de 27 % d'erreur).On peut don onlure de es tests que, tout d'abord, l'implantation dans le odeN3S est orrete : les inquiétudes en e qui onerne la prise en ompte des onditionsaux limites (f. � 5.2.1.2) sont en partiulier levées.Ces simulations nous ont également permis d'illustrer les onséquenes de l'ampli-�ation de la redistribution dans la zone logarithmique, qui, omme signalé au � 4.3.3,rend di�ile la prédition orrete de la vitesse de frottement et de la vitesse débitantesimultanément. On peut espérer que les nouvelles formulations proposées aux � 4.4, quiorrigent e défaut d'ampli�ation, permettent d'améliorer également les résultats dumodèle v2�f . Les tests pour on�rmer ou in�rmer ette espérane restent à réaliser.5.2.2.2 Marhe desendanteLe seond as test hoisi pour valider l'implantation du modèle v2�f dans N3S est leas de la marhe desendante à Re = 5 000, dont une simulation direte a été réalisée



5.2. IMPLANTATION DU MODÈLE V 2�F DANS N3S 127par Le et al. [92℄. Le alul ave N3S sera validé par omparaison ave le ode auxdi�érenes �nies INS2D 7.Le domaine de alul utilisé pour la DNS est symétrique (double marhe). On utilisedon une ondition de symétrie. L'origine du repère étant le oin inférieur de la marhe(f. �gure 5.5), l'entrée du domaine se situe en x=e = �3, e désignant la hauteur dela marhe. Les pro�ls issus des données de simulation direte sont imposés ommeondition d'entrée pour toutes les variables transportées, y ompris v2, assimilé, dansette portion de anal, à la tension de Reynolds v2. Pour f , la ondition à l'entrée dudomaine est �f=�n = 0. Des onditions de sortie libre sont utilisées à la frontière enaval du domaine.Le maillage P1 utilisé est représenté sur la �gure 5.5. Il omprend 6 229 n÷uds,e qui orrespond à 24 637 n÷uds P2. Comme dans le as du anal, le maillage a étéhoisi exessivement �n de manière à s'a�ranhir de tout problème de disrétisation.Les résultats obtenus pour la vitesse moyenne et l'énergie turbulente sont représentéssur les �gures 5.6 et 5.7. Enore une fois, la oïnidene des pro�ls obtenus ave N3Set ave le ode de référene, ii INS2D, est quasiment parfaite, e qui ahève de validerl'implantation du modèle v2�f dans N3S. Il existe ependant un faible éart entre lesoe�ients de frottement obtenus ave les deux odes, traés sur la �gure 5.8 : elavient de l'évaluation a posteriori de la dérivée de la vitesse à la paroi sur des maillagesdi�érents.On peut voir sur es �gures que les résultats donnés par le v2�f sont très satisfai-sants sur e as 8. Même si l'intensité de la turbulene est légèrement surestimée dansla bulle de reirulation et sous-estimée au dessus, on peut voir que les pro�ls de vi-tesse orrespondent de manière remarquable aux pro�ls donnés par la DNS. Les troisaratéristiques de et éoulement que les modèles de turbulene ne parviennent pas àprédire simultanément en général, la longueur de reirulation, l'intensité du ourant deretour et le rétablissement de la ouhe limite en aval (f. � 3.1.3.2), sont orretementreproduites ii.La prédition préise de l'intensité de la reirulation et du oe�ient de frottementest le résultat le plus intéressant dans le adre des ativités d'EDF. En e�et, le fait quele modèle reproduise orretement la région de prohe paroi augure de sa apaité àprédire les éhanges thermiques entre le �uide et la paroi.Les as tests du anal et de la marhe desendante nous ont don permis de valider7. NASA Ames Researh Center.8. Signalons que les pro�ls traés en x=e = �3 sont exats, ar ette absisse orrespond à l'entréedu domaine.



128 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�Fl'implantation du modèle v2�f dans le ode industriel N3S. Nous allons, à la setionsuivante, nous intéresser à un as plus représentatif des éoulements industriels (refroi-dissement d'une turbine, par exemple), le as du anal dont l'une des parois, hau�ée,est garnies de ribs 9 pour augmenter les éhanges thermiques entre le �uide et la paroi.5.2.3 Canal garni de ribs5.2.3.1 Présentation du as testLe as test 2D du anal dont l'une des parois est garnie de ribs a été proposé au7eworkshop ERCOFTAC/IAHR [154℄. La géométrie du problème est représentée sur la�gure 5.9. Deux séries de données expérimentales sont utilisées : la première, de Drain &Martin [33℄, ne ontient que des mesures de vitesses, et orrespond à un nombre deReynolds basé sur la vitesse débitante Ub et le diamètre hydraulique de ReH = 37 200 ;la seonde, de Liou et al. [94℄, ne ontient que des mesures de température, et orrespondà ReH = 12 600.Deux simulations di�érentes doivent don être réalisées, pour lesquelles le mêmemaillage est utilisé. Ce maillage est représenté sur la �gure 5.10. Il ontient 11 548n÷uds P1 et 45 736 n÷uds P2. Des onditions aux limites périodiques sont appliquées.5.2.3.2 Cas sans transferts thermiquesLes résultats donnés par le modèle v2�f sont omparés aux données expérimentalessur les �gures 5.11, 5.12 et 5.15. Les résultats donnés par le modèle k�" standardave fontions de paroi sont également traés pour omparaison. Malheureusement, lesdonnées expérimentales sont relativement limitées : on dispose uniquement de la vitesselongitudinale U et des tensions de Reynolds u2, v2 et uv. Dès lors, la seule variable dumodèle qui peut être diretement omparée aux expérienes est la vitesse U .On peut voir sur la �gure 5.11 que les pro�ls de vitesse donnés par le v2�f et le k�"standard sont très similaires en général, sauf dans la zone de reirulation. Dans le restedu domaine, l'éoulement est essentiellement déterminé par le hamp de pression induitpar la géométrie et dépend peu de la turbulene. Celle-i ne joue un r�le prépondérantque dans la bulle de reirulation et dans la ouhe de isaillement entre elle-i etle reste de l'éoulement. C'est pourquoi les deux modèles donnent des résultats trèsprohes dans la plus grande partie du domaine.La omparaison ave les données expérimentales semble montrer que les modèlesprédisent une vitesse U trop forte dans la moitié supérieure du anal, et trop faible dans9. Barreaux à setion arrée.



5.2. IMPLANTATION DU MODÈLE V 2�F DANS N3S 129la zone juste au-dessus des ribs, située environ entre y=e = 1 et y=e = 2. Cependant,tous les résultats présentés au workshop [154℄ donnaient les mêmes résultats dans eszones, qu'il s'agisse de modèles à visosité turbulente ou au seond ordre. Il en a étéonlu qu'il existait probablement dans les expérienes des e�ets 3D : la présene detourbillons ontra-rotatifs axés sur x et situés entre le sommet des ribs et la paroisupérieure du anal peut en e�et être à l'origine d'une aélération de l'éoulementdans le plan de mesure là où les tourbillons onvergent et d'une déélération là oùils divergent. Il est don di�ile de tirer des onlusions des omparaisons entre lesexpérienes et les simulations dans ette région de l'éoulement.En revanhe, on peut voir que, dans la zone située près de la paroi inférieure,entre deux ribs onséutifs, le modèle v2�f reproduit orretement, malgré une légèresous-estimation, l'intensité de la reirulation. À la position x=e = 5;32, les donnéesexpérimentales exhibent un très léger ourant de retour. Cela semble montrer qu'il n'ya en fait pas de point de reollement et que les deux zones de reirulation, l'une situéederrière un rib, l'autre devant le rib suivant, sont en fait onnetées. Cette propriétéest visible sur les lignes de ourant données par le v2�f traées sur la �gure 5.13. Il estdi�ile de savoir, à la seule vue des rares données expérimentales, si es deux zones sontséparées ou non. Une simulation des grandes éhelles réalisée à EDF [154℄ a montré quees deux zones se séparent et se réunissent alternativement au ours du temps, mais asemblé on�rmer qu'en moyenne, elles ne forment qu'une vaste zone. En tout état deause, le modèle k�", quant à lui (�gure 5.14), prédit un reollement et deux zones dereirulation de trop petites dimensions et un ourant de retour beauoup trop faible(�gure 5.11).Le modèle v2�f étant un modèle à visosité turbulente, il est intéressant de om-parer à l'expériene la tension de isaillement uv reonstruite par l'équation de Boussi-nesq (3.52). Les pro�ls de �uv sont présentés sur la �gure 5.12. Le v2�f , omme le k�",donne de très mauvais résultats juste au-dessus du rib, notamment en x=e = 0;1. Auxsetions x=e = 4;18 et x=e = 5;32, les préditions sont meilleures en dessous de y=e = 1,mais l'éart reste important, pour les deux modèles, entre y=e = 1 et y=e = 2;5.Le modèle v2�f omprenant une équation de transport pour une éhelle salairev2 qui permet de mesurer le � degré � d'anisotropie, il est également intéressant deomparer ette dernière à la tension de Reynolds v2 donnée par les mesures. Rappelons,si besoin est, que es deux grandeurs ne sont identiques que dans le as d'un analsimple. Ii, elles ne sont omparées qu'à titre de uriosité. On voit sur la �gure 5.15 quele v2 du modèle est relativement similaire à la tension v2 dans la partie supérieure dudomaine, là où l'éoulement est prohe d'un éoulement en anal. En revanhe, dans la



130 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�Fzone de reirulation, même si elles suivent une évolution similaire, les deux grandeurssont très di�érentes. Cependant, le v2 du modèle reproduit orretement l'anisotropie,ontrairement à la tension de Reynolds v2 reonstruite par l'équation de Boussinesq,également représentée sur la �gure 5.15.La rareté des données expérimentales, et le doute quant à leur bidimensionalité nepermettent pas de tirer de onlusions préises sur e as test. Cependant, la bonneprédition de l'intensité de la reirulation est partiulièrement enourageante pourle as thermique qui va suivre. En e�et, elle montre que, enore une fois, la régionde prohe paroi est orretement reproduite, e qui rend possible la prédition destransferts thermiques entre le �uide et la paroi.5.2.3.3 Cas ave transferts thermiquesDans e as, un �ux thermique onstant est imposé à la paroi inférieure du domaine(f. �gure 5.9). Les données expérimentales de Liou et al. [94℄ fournissent le oe�ientde Nusselt à la paroi, dé�ni par : Nu = _qpDe�(�p ��b) (5.32)où De est le diamètre hydraulique, � la ondutivité thermique, �p la température àla paroi et �b est dé�nie par : �b = Z 2H0 � jU j y dyZ 2H0 jU j y dy (5.33)Le nombre de Nusselt est don diretement déduit des mesures du hamp de tempéra-ture, le �ux de haleur à la paroi du anal étant onnu, ar imposé.La simulation est réalisée en deux temps : la température étant onsidérée ommeun salaire passif, 'est-à-dire n'in�uant pas sur le hamp de vitesse, les résolutionsde la dynamique et de la thermique peuvent être déouplées. Le hamp de vitesse estalulé dans un premier temps, ette fois-i à ReH = 12 600. Ensuite, on réalise uneseonde simulation pour aluler uniquement le hamp de température, le hamp devitesse restant �gé.Dans ette seonde simulation, deux hoix sont possibles pour les onditions auxlimites. Le premier onsiste à résoudre de manière ouplée l'équation de l'énergie dansle rib et dans le �uide. C'est le hoix le plus di�ile à mettre en ÷uvre, mais aussi leplus prohe des onditions expérimentales. Le seond hoix onsiste à onsidérer que le



5.2. IMPLANTATION DU MODÈLE V 2�F DANS N3S 131�ux thermique onstant imposé à la fae inférieure du rib se réperute de manière égalesur les trois autres faes. Cette hypothèse, évidemment naïve, permet ependant de nepas résoudre l'équation de l'énergie dans le rib, et d'avoir des onditions aux limites trèssimples pour le domaine �uide : �ux nul à la paroi supérieure, �ux onstant _qp à la paroiinférieure entre deux ribs onséutifs, �ux onstant _qp=3 sur les faes du rib. C'est etteseonde solution qui est le plus souvent hoisie, et qui a été utilisée par tous les autrespartiipants au workshop. Cependant, pour être le plus prohe possible des onditionsexpérimentale, et pare que le ode N3S peut être ouplé aisément au ode Syrthes,également développé à EDF et permettant de résoudre l'équation de l'énergie dans lessolides, nous avons hoisi la première solution. Mais pour pouvoir évaluer l'in�uene dees onditions aux limites sur les résultats, nous avons également réalisé une simulationave �ux onstant sur les parois du rib.Le hamp thermique est obtenu en résolvant l'équation de transport de la tempéra-ture moyenne � : D�Dt = � �2��xk�xk � �uk��xk (5.34)où � est la température �utuante et � la di�usivité thermique. Une simple hypothèsede di�usivité turbulente a été hoisie pour modéliser les �ux thermiques :uk� = ��T ���xk (5.35)où la di�usivité turbulente �T est exprimée en fontion de la visosité turbulente :�T = �TPrT (5.36)Le nombre de Prandtl turbulent PrT est donné par la formule de Kays & Crawford [59℄PrT = 10;5882 + 0;228(�T=�)� 0;0441(�T=�)2[1� exp(�5;165=(�T=�))℄ (5.37)Sur la �gure 5.16 sont présentés les résultats obtenus pour le nombre de Nusselt nor-malisé par Nus, le nombre de Nusselt pour un éoulement turbulent dans une onduitelisse à setion irulaire, donné par la formule de Dittus�Boelter :Nus = 0;023 Re0;8Pr 0;4 (5.38)où Pr est le nombre de Prandtl du �uide. Le rapport Nu=Nus aratérise l'intensi�a-tion des transferts thermiques due à la présene des ribs.On peut voir sur la �gure 5.16 que le nombre de Nusselt obtenu ave les deux typesde onditions aux limites, �ux onstant et ouplage �uide�solide, sont parfaitement



132 CHAPITRE 5 LE MODÈLE V 2�Fidentiques, sauf sur les faes du rib et à proximité des oins inférieurs de elui-i. Cerésultat montre que les onditions aux limites sur le rib n'ont pas d'in�uene notablesur la majeure partie de la paroi du anal. Les bons résultats obtenus ne sont don pasdûs simplement à la prise en ompte de la ondution de la haleur dans le rib.Sur les faes du rib, les résultats sont très di�érents des données expérimentales.Cependant, sur es faes, le �ux thermique n'est pas onnu, et il n'est pas préisé dans[94℄ quelle valeur est utilisée pour le alul de Nu. Il est don di�ile, enore une fois,de tirer des onlusions en e qui onerne le �ux thermique à travers es faes.Sur la paroi inférieure du anal, entre deux ribs onséutifs, on peut distinguerdeux parties : la première, entre s=e = 2 et s=e = 5, où Nu est prédit ave une exel-lente préision (moins de 5 % d'erreur) ; la seonde, entre s=e = 5 et s=e = 8, où Nuest légèrement sous-estimé (jusqu'à 30 % d'erreur). Cependant, es résultats restentd'une préision remarquable, ompte tenu de la simpliité des modèles dynamiques etthermiques. De plus, le modèle v2�f était le seul parmi tous les modèles utilisés par lespartiipants au workshop a être apable de reproduire orretement le Nusselt [154℄.Dans le as de la simulation ouplée �uide�solide, on obtient un nombre de Nus-selt négatif sur la majeure partie de la fae aval du rib. Comme on peut le voir surla �gure 5.17, ei vient du fait que le oin supérieur gauhe du rib est refroidi parl'éoulement, alors qu'il y a aumulation de haleur au pied du oin inférieur droit. Ily a alors un �ux de haleur du �uide vers le solide qui évaue une partie de la haleuraumulée dans ette zone où le �uide est quasiment stagnant (f. les lignes de ourantdans le as à ReH = 37 200, �gure 5.13). La température y est alors beauoup plusbasse que elle obtenue lors de la simulation ave �ux onstant sur les parois du ribs.5.3 Conlusion du hapitreCe hapitre, onsaré au modèle v2�f , avait deux objetifs prinipaux : d'une part,montrer la faisabilité de l'implantation du modèle dans un ode industriel aux éléments�nis utilisant des maillages non-struturés ; d'autre part, tester la apaité du modèleà reproduire les aratéristiques de la turbulene, et notamment les �ux thermiques àla paroi, dans un as d'intérêt industriel. Ces deux objetifs ont été atteints de manièretout à fait satisfaisante.Tout d'abord, les as de validations, anal et marhe desendante, ont montré que,en hoisissant des maillages su�samment �ns, les résultats ne dépendent quasimentpas du ode utilisé pour la simulation, même lorsque les méthodes numériques sontradialement di�érentes. Ce résultat montre également que la méthode de prise en



5.3. CONCLUSION DU CHAPITRE 133ompte des onditions aux limites sur " et f , qui s'apparente plus à une disrétisationde type di�érenes �nies qu'éléments �nis, n'a pas de onséquenes dommageables surles résultats du modèle.Le as test du anal garni de ribs a quant à lui permis de montrer que le modèlev2�f peut être un bon ompromis entre la simpliité et l'exigene de qualité des résul-tats pour les appliations industrielles. Il s'avère qu'ave le modèle le plus simple quisoit pour les �ux thermiques, on obtient des préditions remarquables du nombre deNusselt. Cei montre qu'il est en premier lieu vital d'utiliser un modèle qui reproduiseave préision le hamp dynamique : un modèle thermique très simple peut alors êtresu�sant pour obtenir un hamp thermique orret. Cependant, rien n'empêhe d'utili-ser en assoiation ave le v2�f un modèle thermique plus omplexe, éventuellement enreonstruisant les tensions de Reynolds a posteriori à l'aide d'une relation plus élaboréeque l'équation de Boussinesq 10.

10. Paul Durbin, ommuniation personnelle.
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y=e
x=eFig. 5.13 � Cas du anal garni de ribs à ReH = 37 200. Lignes de ourant données parle modèle v2�f .

y=e
x=eFig. 5.14 � Cas du anal garni de ribs à ReH = 37 200. Lignes de ourant données parle modèle k�" standard ave fontions de paroi.
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Chapitre 6ConlusionLe travail e�etué a permis de montrer l'intérêt, pour la prise en ompte de l'in-�uene des parois sur la turbulene, de l'approhe de Durbin. La fore de ette ap-prohe réside dans la résolution d'une équation di�érentielle pour le terme de pression��ij, terme essentiel des équations de transport des tensions de Reynolds.La desription des méanismes qui in�uent sur la turbulene dans la région pariétalea permis de montrer l'importane des e�ets inématiques, non-loaux, qui ne peuventpas être pris en ompte par les modèles lassiques. Ce sont eux qui sont notamment àl'origine de la dégénéresene de la turbulene vers un état à deux omposantes à l'ap-prohe de la paroi, par suppression des �utuations normales à ette dernière. L'e�etde bloage, onséquene de l'inompressibilité du �uide, se fait sentir dans les équa-tions de transport des tensions de Reynolds par l'intermédiaire du terme de orrélationvitesse�gradient de pression ��ij. Dès lors, il est vital de prendre en ompte l'amortis-sement de la redistribution d'énergie due à e terme, et de reproduire ave exatitudesa ontribution dans les bilans asymptotiques des omposantes v2 et uv, dans lesquelsil joue un r�le prépondérant.La onstrution des modèles bas-Reynolds lassiques à partir de modèles haut-Reynolds néessite l'introdution de orretions très fortes, sous la forme de fontionsd'amortissement ou de termes supplémentaires non-linéaires. De plus, les hypothèsesde loalité et de quasi-homogénéité utilisées ne sont absolument pas valables dans leas des éoulements pariétaux, e qui pénalise fortement l'universalité des modèles : lesorretions bas-Reynolds sont le plus souvent uniquement valables pour les éoulementssur lesquels elles ont été alibrées, et ne permettent pas, en général, de reproduireorretement les éoulements pour lesquels l'in�uene des parois est déterminante.L'approhe de Durbin, quant à elle, reproduisant l'e�et non-loal par le biais d'uneéquation de relaxation elliptique sur le terme de pression, a été développée sur une145



146 CHAPITRE 6 CONCLUSIONbase beauoup plus solide. Il a été montré que les hypothèses introduites de manièreintuitive sont globalement onsistantes ave des données de simulation direte en anal,résultat qui augure d'une ertaine universalité du modèle.Le défaut prinipal de ette approhe, qui est d'ampli�er la redistribution dansla zone logarithmique, s'est avéré être dû à l'utilisation d'un modèle isotrope pour lafontion de orrélation vitesse�gradient de pression. Une prise en ompte d'une ertaineanisotropie, et notamment de l'asymétrie de ette fontion dans la diretion normale àla paroi, onduit au développement de nouvelles formulations qui ne présentent pas lemême défaut. Il est notamment possible d'obtenir un opérateur elliptique qui amortit laredistribution, e qui permet de orriger la surestimation de elle-i due à l'utilisationdu modèle Rotta+IP omme terme soure de l'équation de relaxation elliptique ; ouenore un opérateur neutre, reproduisant dans la zone logarithmique la redistributiondonnée par le terme soure, utilisable par exemple ave le modèle SSG.Le modèle au seond ordre de Durbin reste ependant di�ile à utiliser pour lesappliations industrielles ourantes, notamment en raison de l'ajout de six équationsde relaxation elliptique aux déjà nombreuses équations d'un modèle au seond ordre. Enrevanhe, le modèle v2�f , version réduite à trois équations de transport et une équationde relaxation elliptique, est su�samment simple pour être appliqué très largement dansl'industrie. Son implantation dans le ode aux éléments �nis d'EDF, N3S, a montréqu'il pouvait être utilisé sur des maillages non-struturés, permettant la résolution deproblèmes en géométrie quelonque.L'appliation du modèle v2�f au as du anal garni de ribs pour intensi�er leséhanges thermiques entre la paroi et le �uide, as d'intérêt industriel, a montré quemalgré sa simpliité, et notamment l'utilisation de l'équation de Boussinesq, le modèleest apable de prédire la grandeur la plus importante de et éoulement, le nombrede Nusselt. Ce résultat montre tout l'intérêt de e modèle pour les appliations indus-trielles : il représente un exellent ompromis entre la préision requise et la simpliitéindispensable à la résolution, à un oût raisonnable, de problèmes en géométrie om-plexe.Du point de vue de la reherhe en modélisation de la turbulene, e travail ouvredes voies intéressantes. Notamment, le bon omportement des nouvelles formulationsde l'équation de relaxation elliptique lors des tests a priori permet de penser que lemodèle modi�é apportera une ertaine amélioration par rapport au modèle original.Une importante quantité de travail reste à e�etuer pour alibrer es nouvelles formesdu modèle, les tester sur des as simples pour on�rmer l'amélioration attendue etvéri�er qu'il n'y a pas dégradation de ertains résultats.



147La modi�ation de l'équation de relaxation elliptique peut également s'appliquer aumodèle v2�f . Là aussi, des tests seront néessaires pour �xer de nouvelles valeurs desoe�ients du modèle et on�rmer l'amélioration des résultats, par exemple la prédi-tion orrete simultanée du oe�ient de frottement et du débit dans un éoulement enanal. Un tel proessus peut, à relativement ourt terme, débouher sur une nouvelleversion du modèle appliable dans des as industriels.Une autre perspetive onsiste à explorer une voie intermédiaire entre le modèle auseond ordre, dont l'appliation aux as industriels est freinée par le nombre d'équationsà résoudre, et le modèle v2�f , qui utilise le onept de visosité turbulente qui limiteses performanes. En e�et, les suès remportés par le v2�f montrent que l'utilisationd'une équation de transport sur une éhelle salaire v2, permettant une évaluation del'anisotropie, sensible à l'e�et de bloage grâe à l'équation de relaxation elliptique surf , est su�sante pour reproduire orretement l'e�et de la paroi sur l'éoulement moyen.Dès lors, on peut penser qu'il su�rait d'une seule équation de relaxation elliptique,dont l'e�et serait � partagé � par toutes les omposantes du tenseur de Reynolds,pour onstruire un modèle au seond ordre appliable jusqu'à la paroi. Cette approhepermettrait de proposer un modèle intermédiaire, prohe du v2�f pour la prise enompte de l'e�et de bloage, mais possédant les qualités propres à un modèle au seondordre.
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Center for Turbulence ResearchProceedings of the Summer Program 1998 1Assessment of non-local e�ect on pressure termin RANS modeling using a DNS databaseBy R. Manceau1, M. Wang AND P. DurbinA DNS database for the channel ow at Re� = 590 is used to investigate the validityof the hypotheses used to model the pressure term in the Reynolds stress transportequations by elliptic relaxation. It is shown that the correlation function involvingthe uctuating velocity and the Laplacian of the pressure gradient, which is modeledby an exponential function, is actually not isotropic. It is not only elongated inthe streamwise direction but also asymmetric in the direction normal to the wall.This feature is the main cause for the slight ampli�cation of the redistributionbetween the Reynolds stress components in the log layer as predicted by the ellipticrelaxation operator. The expected reduction in redistribution is predicted by a newformulation of the model, which can be derived by accounting for the asymmetry inthe correlation function, without using any wall echo correction terms. The beliefthat this reduction is due to the wall echo e�ect is called into question through thepresent DNS analysis.1. IntroductionDuring the past few decades, turbulence modelers mainly focussed on the pressureterm in the Reynolds stress transport equations. In second moment closures, theproduction is exact and, accordingly, the pressure term is one of the most importantterms to be modeled. Indeed, in a channel ow, this term is the main productiveterm in the equations for the diagonal Reynolds stresses except for the componentin the streamwise direction, and balances the production term in the Reynolds shearstress equation (Mansour, Kim & Moin 1988).Chou (1945) was the �rst to derive the integral equation of the pressure termfrom the Poisson equation for the pressure uctuations and to distinguish betweenthe slow part, rapid part and surface term (even though he did not use this termi-nology). For the rapid part, which involves the mean velocity gradient, he proposedto consider that the latter is locally a constant in order to be taken outside theintegral. Since Chou's pioneering work, this approach has become very popular inthe turbulence modeling community and the starting-point of all second momentclosure models (e.g. Launder, Reece & Rodi 1975).Bradshaw, Mansour & Piomelli (1987) assessed the validity of this local appro-ximation for the rapid pressure using a DNS database. They showed that in thechannel ow at Re� = 180 (Kim, Moin & Moser 1987), this hypothesis is valid only1 Laboratoire National d'Hydraulique, Electricit�e de France, 6 quai Watier 78 401 Chatou, France



2 R. Manceau, M. Wang & P. Durbinfor y+ � 40. As a result, models based on it cannot be integrated down to the wallwithout modi�cations such as the introduction of damping functions.In order to avoid the ad hoc damping functions, which are usually calibrated onexperimental or DNS data with little theoretical basis, Durbin (1991) introduceda novel method. He proposed to model directly the two-point correlation in theintegral equation of the pressure term, which preserves the non-local e�ect in theReynolds stress transport equations. Then, he introduced the so-called ellipticrelaxation approach, allowing the derivation of second moment closure models whichcan be integrated down to the wall without any damping functions.While this method has led to very encouraging results, some room for improve-ment remains. One purpose of the present work is to assess the validity of thetwo-point correlation approximation, which was originally derived on an intuitivebasis. Secondly, this work aims to assess the inuence of the anisotropy of the two-point correlation on the pressure term in order to support future modi�cations ofthe model. Durbin's model assumes an isotropic shape for the correlation function,which may be the main improvable point of the method. These modeling issueswill be examined using a channel ow DNS database at Re� = 590 (Moser, Kim& Mansour 1998). In particular, the anisotropy of the correlation function will beexplored, and the evolution of the length scale across the channel evaluated.2. The pressure term in a channel2.1. Integral equation of the pressure termThe pressure term which appears in the Reynolds stress equations is�ij = �1� (ujp;i + uip;j) ; (1)where � is the density, p is the uctuating pressure, ui are the uctuating ve-locity components and :;i denotes derivative with respect to the xi coordinate.The overline indicates ensemble average. Usually, �ij is split into two terms: thepressure-strain correlation and the pressure di�usion (Launder, Reece & Rodi 1975).However, the original form (1) of �ij will be used for the following reasons: �rst,Lumley (1975) showed that the decomposition is not unique and that this particularone is not the best one ; secondly, in the vicinity of a wall, the asymptotic behavioris not preserved for certain components. For instance, if i = 1 and 2 correspondrespectively to the streamwise direction and the direction normal to the wall, thecomponent �12 behaves as y, whereas the pressure-strain and the pressure di�usiontake a non-zero value at the wall. Therefore, in order to model correctly the totalpressure term, it is necessary to model both terms of the decomposition such thattheir sum decreases as y in the vicinity of the wall.The pressure uctuation is the solution of the Poisson equation obtained by takingthe divergence of the uctuating part of the Navier-Stokes equations:r2p = �2�Ui;j uj;i +� (uiuj � uiuj) ;ij ; (2)



Non-local e�ect on pressure term in RANS modeling 3where r2 denotes the Laplacian operator and Ui the ith component of the meanvelocity. Since the di�erentiations are commutative, the gradient of the pressureuctuation is also the solution of a Poisson equation:r2p;k = �2� (Ui;j uj ;i ) ;k +� (uiuj � uiuj) ;ijk : (3)In the following, the gradient of the pressure uctuation will be assumed to satisfythe boundary condition @p;k =@n = 0, where n is the outgoing unit vector normalto the wall. This condition is not exact, but Kim (1989) uses this type of hypothesisfor the pressure itself and showed that this is valid in the channel ow at Re� = 180.In the present case, the same hypothesis can be applied to the pressure gradient,considering that its \Stokes part", i.e. the part produced by the inhomogeneousboundary condition, can be neglected.The general solution of Eqs. (3) isp;k (x) = �Z
 r2p;k (x0)4�kx0 � xk dV (x0) � Z@
 p;k (x0) @@n0 � 14�kx0 � xk� dS(x0) ; (4)where bold letters x and x0 denote position vectors, dV and dS the elementaryvolume and surface and @
 the domain boundary.Multiplying (4) by the uctuating velocity and taking ensemble averaging, onecan derive an integral equation for ujp;i and hence �ij ,��ij(x) = �Z
 �uj(x)r2p;i (x0) + ui(x)r2p;j (x0)� dV (x0)4�kx0 � xk �Z@
 �uj(x)p;i (x0) + ui(x)p;j (x0)� @@n0 � 14�kx0 � xk� dS(x0) : (5)This equation will henceforth be referred to as the integral equation of the pressureterm. It involves two-point correlations such as uj(x)r2p;i (x0), which need to bemodeled and are the main concern of this work.In some situations, the surface integral in (4) can be transformed into a volumeintegral. For instance, in a semi-in�nite space, bounded by an in�nite plane, asconsidered by Launder, Reece & Rodi (1975), Eq. (4) can be written asp;k (x) = �Z
r2p;k (x0)� 14�kx0 � xk + 14�kx0� � xk� dV (x0) ; (6)where x0� is the image term of x0 by symmetry with respect to the plane. Thefunction G
(x;x0) = � 14�kx0 � xk � 14�kx0� � xk (7)is then called the Green function of the domain 
.In more general geometries, the Green function is unknown. In the particularcase of a channel, the Green function is easy to derive only after taking Fouriertransforms in x- and z-directions (Kim 1989). This spectral Green function is notuseful for the present purpose: however, a form of (4) without surface integral willbe needed in the following analysis, especially in x5.1, where the question of thewall echo e�ect will be investigated. The purpose of the next section is to derive asu�ciently good approximation of (4) which does not involve any surface integral.
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xFigure 1. Sketch of a channel (C0) and its images.2.2. Approximation of the Green function in a channelThe simplest solution to eliminate the surface integral in (4) is to neglect it.Chou (1945) used this approximation but emphasized that all the conclusions whichcan be drawn are thus valid only at locations \not too close to the boundary of themoving uid" because, in the vicinity of the wall, the weight of the surface integralhas the same order of magnitude as the volume integral. This can be easily seenin the case of a semi-in�nite domain bounded by a plane. In this case, Eq. (4) canbe written as (6), which shows that if the �xed point x is su�ciently close to thewall, the principal term and the image term are almost equal. If x is exactly on thewall, the two terms are identical. Furthermore, Bradshaw (1973) noted that theorder of magnitude of the image term is still 15% of the total when the correlationlength scale is L = �y, where � is the Karman constant. The inuence of this termwill be assessed in x5.1. At this point, the surface integral cannot be neglected andtherefore, in order to allow the following DNS analysis to be valid down to the wall,a less crude approximation than that used by Chou is needed.Let us consider a channel C0 bounded by two in�nite planes P0 and P1 (Fig. 1).In this domain, the problem to solve isr2f = g ; (8)with f;n= 0 on @C0. Let us now consider the image channels C�1 and C1 shownin Fig. 1, which are symmetrical to C0 with respect to P0 and P1, respectively.Extending g by symmetry in C�1 and C1, solving Eq. (8) in the domain C�1[C0[C1and using all the symmetries, the solution can be shown to take the formf(x) = �ZC0 H(x;x00) g(x00) dV (x00) � Z@C0 @H(x;x00)@n0 f(x00) dS(x00) ; (9)with H(x;x00) = 14�kx0�1 � xk + 14�kx00 � xk + 14�kx01 � xk ; (10)where x0�1 and x1 are the specular images of x00 in P0 and P1 (Fig. 1), respectively.The surface integral in this expression can now be neglected. Indeed, on P0, thederivative of H(x;x00) can be evaluated:@@n0H(x;x00) = kx0�1 � xk � n04�kx0�1 � xk3 � kx00 � xk � n04�kx00 � xk3 + kx01 � xk � n04�kx01 � xk3 : (11)



Non-local e�ect on pressure term in RANS modeling 5Since x0�1 = x00, the sum of the two �rst terms is zero and hence the surfaceintegral only involves the contribution of the image x01, which is far from the pointx. Likewise, on the other wall P1, the surface integral only contains the contributionof the image point on P�1. This is in contrast to Chou's approximation, where thederivative in the neglected surface integral is equal to the second term of (11). Itgoes to in�nity when x00 = x, giving to the surface integral the same weight asthe volume integral. In the following analysis, the function H(x;x00) will be used,considering it as a su�ciently good approximation of the Green function, even inthe vicinity of the walls.3. The elliptic relaxation methodBy using the approximate Green function, the integral equation of the pressureterm (5) can be written as��ij(x) = �Z
 �uj(x)r2p;i (x0) + ui(x)r2p;j (x0)� H(x;x0) dV (x0) : (12)In this equation, two-point correlations between the uctuating velocity and theLaplacian of the pressure gradient appear. Following Durbin (1991), in order topreserve the non-local e�ect, they can be modeled asun(x)r2p;m (x0) = un(x0)r2p;m (x0) exp��kx0 � xkL � ; (13)where L is the correlation length scale. The validity of this hypothesis will bescrutinized in x5.2 using a DNS database. Here, the rationalization of the ellipticrelaxation equation is analyzed in the context of channel ow.Durbin (1991) used Chou's approximation, which excludes the image terms inH(x;x0). The integral equation of the pressure term, combined with the model(13), becomes��ij(x) = �Z
(uj(x0)r2p;i (x0) + ui(x0)r2p;j (x0)) exp ��kx0 � xkL �4�kx0 � xk| {z }E(x;x0) dV (x0) :(14)The function E(x;x0) is the free-space Green function associated with the operator�r2 + 1=L2. Hence, (14) is the solution of the following Yukawa equation?:�ij �L2r2�ij = �L2� (ujr2p;i + uir2p;j) : (15)? In 1935, Yukawa was the �rst to apply this inversion in physics to solve the equation of inter-action potential between particles.



6 R. Manceau, M. Wang & P. DurbinNoting that in quasi-homogeneous situations, the second term on the LHS of thisequation vanishes, Durbin proposed to use a quasi-homogeneous model �hij insteadof the RHS. This leads to the following elliptic relaxation model for �ij :�ij � L2r2�ij = �hij : (16)Any quasi-homogeneous model, such as LRR model or SSG model, can be used for�hij , thus allowing the extension of these models down to solid boundaries. Indeed,(16) is valid down to the wall, when appropriate boundary conditions for �ij areprovided (Durbin 1993).However, Eq. (14) does not give rigorously the solution of (15) in a plane channel.Analogous to the Green function for the Laplacian operator, the Green functionassociated with the Yukawa operator must at least be approximated using the imagepoints with respect to the walls. Thus, a better approximation to the solution of(15) is ��ij(x) = �Z
(uj(x00)r2p;i (x00) + ui(x00)r2p;j (x00))0BB@exp ��kx0�1 � xkL �4�kx0�1 � xk + exp ��kx00 � xkL �4�kx00 � xk + exp ��kx01 � xkL �4�kx01 � xk 1CCA dV (x00) :(17)Now, using the approximation (13) for the two-point correlations, the integral equa-tion of the pressure term (12) does not lead to (17) but to the following equation:��ij(x) = �Z
(uj(x00)r2p;i (x00) + ui(x00)r2p;j (x00))0BB@exp ��kx00 � xkL �4�kx0�1 � xk + exp ��kx00 � xkL �4�kx00 � xk + exp ��kx00 � xkL �4�kx01 � xk 1CCA dV (x00) :(18)Hence, the modeled pressure term (18) does not rigorously satisfy the YukawaEq. (15). However, the main contribution of the image terms to the integral cor-responds to point x00 near the walls. For instance, the weight of the �rst im-age term is important when 1=4�kx0�1 � xk has the same order of magnitude as1=4�kx00 � xk, i.e., very close to the wall, where x0�1 ' x00. Then, the exponen-tial factors exp(�kx0�1 � xk=L) and exp(�kx00 � xk=L) are almost equal as well.Therefore, even considering that the Green function in a channel must be at leastapproximated by H(x;x0), rather than using Chou's approximation, the elliptic re-laxation model for the pressure term (16) can be considered as valid, as long as themodel for the two-point correlations (13) is valid itself.



Non-local e�ect on pressure term in RANS modeling 74. Focus and description of the DNS assessment4.1 Issues to examine in the elliptic relaxation methodThe elliptic relaxation approach is based on a unique hypothesis, namely theapproximation (13) of the two-point correlations. This approximationwas originallyintroduced intuitively by Durbin (1991) in order to preserve the dependence of thepressure term on all the points of the domain, leading to the well known non-locale�ect in the Reynolds stress equations.The standard way (Monin & Yaglom 1975) of de�ning a correlation function fto be used in (12) is by writing the two-point correlations asuj(x)r2p;i (x0) + ui(x)r2p;j (x0) = (uj(x)r2p;i (x) + ui(x)r2p;j (x)) f(x;x0) :(19)In this expression, the one-point correlation is expressed in x, i.e., the point wherethe velocities are evaluated in the two-point correlation. Then, it can be movedoutside the integral in (12), which leads to the loss of the non-locality of the pressureterm. However, this formulation allows the de�nition of the following length scale:L(x)2 = Z
 f(x;x0)H(x;x0)dV (x0) ; (20)which is an integral scale, since it provides the ratio between the integral and thecorrelation at zero separation:��ij = �L2(uj(x)r2p;i (x) + ui(x)r2p;j (x)) : (21)In order to preserve the non-local e�ect, the correlation function must be de�nedin the following way:uj(x)r2p;i (x0) + ui(x)r2p;j (x0) = (uj(x0)r2p;i (x0) + ui(x0)r2p;j (x0)) f(x;x0) :(22)The only di�erence between (19) and (22) is the point where the one-point correla-tion is evaluated. If (22) is used in (12), the single-point correlation cannot be takenoutside the integral. But the decomposition of the two-point correlation into theone-point correlation evaluated at x0 and the correlation function, and the modelingof the latter as a function which solely depends on the di�erence x0 � x, allows theconversion of the integral to a convolution product. Thus, Eq. (12) can be inverted,leading to (15). The feature which is used here is that �r2�+ �=L2, where � is theDirac function, is equal to the inverse of exp(�r=L)=r for the convolution product.Hence, the non-local e�ect is preserved through the Yukawa operator.The shape of the correlation function de�ned by (22) has never been assessedbefore. The �rst purpose of this work is then to check if the approximationf(x;x0) = exp(�kx0�xk=L) is consistent with the DNS data. For instance, the cor-relation function in (22) is not prevented from being larger than 1. If the root-meansquare of the velocity uctuation un varies rapidly in one direction, un(x)r2p;m (x0)



8 R. Manceau, M. Wang & P. Durbincan become larger than un(x0)r2p;m (x0). On the other hand, the correlation bet-ween the velocity and the Laplacian of the pressure gradient should decrease veryrapidly with increasing separations and hence, the correlation function should re-main smaller or only slightly larger than one.The length scale used in the approximation (13) is not rigorously an integralscale because it does not satisfy (21). Nevertheless, it is the integral of the functionexp(�r=L) from zero to in�nity. One may attempt to evaluate this length scaleas the integral of the correlation function f(x;x0). However, as will be shown inx5.4, this de�nition is not satisfactory. Thus, another purpose of the present workis to evaluate alternative de�nitions of the length scale, and compare it with theturbulent length scale k3=2=", which is used in elliptic relaxation models.The ultimate objective of the evaluations of the correlation function and thelength scale is to �nd ways to improve the elliptic relaxation approach. As pointedout by Wizman et al. (1996), the elliptic relaxation equation does not act in theright direction in the log layer. For instance, if the IP and Rotta models are usedas the source term in (16), since the anisotropy is fairly constant in the log layer,�ij has the same behavior in 1=y as " and P . Then, it can be easily shown that thesolution of (16) is �ij = 11� 2C2�2�hij ; (23)if the length scale is L = C�y, where � is the Karman constant. Hence, in the loglayer, the redistribution of energy between the components of the Reynolds stresstensor is ampli�ed, while a damping due to the presence of the wall is expected.Therefore, Wizman et al. (1996) introduced other formulations of the ellipticrelaxation equation. The �rst one, the so-called neutral formulation, is de�ned as�ij �r2(L2�ij) = �hij : (24)It produces neither ampli�cation nor reduction of the redistribution in the log layer,since it leads to �ij = �hij . The second one, which yields the best agreement withDNS data, is given by �ij � L2r� 1L2r(L2�ij)� = �hij : (25)It exhibits a damping of the redistribution in the log layer.These empirically derived new formulations require further justi�cations. Whatis suspected here is that the approximation of the correlation function f by anexponential function is not appropriate. Indeed, the latter is isotropic, whereasthe former may decrease more rapidly when the point x0 is moving towards thewall than when it is moving away from it. Experiments from Sabot (1976) in apipe show that the contours of the two-point correlations of velocities are tightlypacked between the point of zero separation and the wall. It is suspected that thesame phenomenon occurs for correlations between velocity and Laplacian of thepressure gradient. Moreover, this feature is closely linked to the variation of the



Non-local e�ect on pressure term in RANS modeling 9length scale in the near wall region. When the correlation function is modeled byan isotropic function, the same weight is given to points towards the wall and thoseaway from it. Since the source term decreases in the log layer, it results in anover-prediction of the integral. This phenomenon can be suspected to be the reasonfor the erroneous behavior of the elliptic relaxation equation in the log layer. Thisidea will be carefully explored in the following DNS analysis, in order to supportmodi�cations of the model such as those proposed by Wizman et al. (1996).In addition, some general improvements of the model can be expected from suchreformulations. Because of the erroneous behavior described above, it is di�cultto reproduce accurately both the viscous sublayer and log layer. For instance,the coe�cients of the V2F model have been tuned as a compromise between theboundary layer and the channel ow, since it is impossible to predict perfectlyboth ows with the same set of coe�cients. Furthermore, this type of compromiselimits the inuence of the elliptic relaxation equation to a region very close to thewall. Parneix, Laurence & Durbin (1998) showed that in the case of the backstepow, the turbulent force �uv;y in the mean streamwise velocity equation is over-predicted in the backow region, which acts to slow down the ow, leading toan under-prediction of the intensity of the recirculation. All modi�cations of thecoe�cients attempted by them proved ine�ective, and they only managed to reducethe error by 50% by including terms involving the gradient of the mean ow in theturbulent transport term. In this case some improvement can be expected too byextending the inuence of the elliptic relaxation equation in the backow region andparticularly by reformulating this equation in order to account for the variations ofthe length scale. 4.2 Channel ow database and post-processingSince the Laplacian of the pressure gradient, which involves three spatial deriva-tives, will be calculated, a very accurate DNS database is needed. The databaseused in this study is the most recent channel ow simulation of Moser, Kim & Man-sour (1998) at Re� = 590. This ow was computed on a grid of 384 � 257 � 384points in streamwise (x), wall normal (y) and spanwise (z) directions, respectively.The computational domain is given by 2��, 2� and �� in x, y and z, where � denotesthe channel half-width. The simulation code employed a spectral method (Fourierseries in x and z, and Chebychev polynomial in y) for spatial derivatives, and asemi-implicit scheme for time integration. A total of 75 �elds (restart �les) areavailable for statistical averaging.In order to assess the shape of the correlation function f de�ned by (22), thetwo-point correlations between the uctuating velocities and the Laplacian of thepressure gradient must be calculated. They are evaluated in the following manner:� First, the Laplacian of the total pressure gradient is evaluated directly from thevelocity �eld, r2ep = �eui;j euj ;i where e: denotes total quantities. The spatialderivatives are calculated using the same Fourier/Chebychev spectral method asfor the DNS.� The one-point and two-point correlations between the gradient of the Laplacian ofthe total pressure and the velocity components euj(x0)r2ep;i (x0) and euj(x)r2ep;i (x0)



10 R. Manceau, M. Wang & P. Durbinare then computed. The gradient is calculated using Fourier spectral derivativesin x and z, and fourth order �nite di�erences in y.� The corresponding mean quantities involving Ui and r2P;i are calculated. Theyare �nally subtracted out from correlations between total quantities in order toobtain the correlations between uctuating quantities.The ensemble averages are replaced by averaging in the homogeneous directions andover the 75 restart �elds. The computations are very expensive. As a practical mat-ter, calculations are performed at 7 representative y-locations only, for separationsin x-y, x-z, y-z planes.5. Results and discussion 5.1 The wall echoSince the paper of Launder, Reece & Rodi (1975), it has been widely accepted inthe turbulence community that, in a semi-in�nite space bounded by a plane at y = 0,the image term in the integral equation of �ij represents the so-called wall echoe�ect, responsible for the reduction of the amplitude of the energy redistributionbetween components of the Reynolds stress tensor. Consequently, in second momentclosure models, extra terms are frequently incorporated to account for this e�ect(Gibson & Launder 1978). These wall echo terms depend on the distance to thewall, which is often not well de�ned in complex geometries. The inclusion of wallecho terms often worsen the predictions in engineering applications even thoughthey have proven to be e�ective in simple ows.The physical reasoning behind this is that the pressure uctuations are reectedby the wall, introducing an \echo" contribution which can be considered as ins-tantaneous in an incompressible ow. Considering each point of the domain as asource of pressure uctuations, the echo can be represented by an image source ofuctuations. The contribution of this echo actually increases the pressure uctu-ations (in a closed room, the echo increases the noise). This feature is linked tothe homogeneous Neumann boundary condition at the wall. Mathematically, thiscan be related to the fact that the presence of the wall induces the presence of animage term in the Green function (7). On account of the homogeneous Neumannboundary condition, the image term appears with the same sign as the principalterm, whereas if a homogeneous Dirichlet boundary condition was satis�ed at thewall, it should have an opposite sign.Thus, the wall echo e�ect cannot be responsible for the damping of the energyredistribution. Figure 2 shows a comparison among the three source terms in theintegral Eq. (12) of the pressure term, corresponding to the three parts in H(x;x00)(cf. (10)), for the components �11 and �22. The magnitudes of these source termshave been arbitrarily normalized such that the maximum of the �rst image term(n = �1) is 1. The solid line, representing the principal term (n = 0), has beentruncated because it approaches in�nity at y+ = y0+ = 30. It is clear that the �rstimage term (n = �1), associated with the closer wall located at y+ = 0, is alwaysof the same sign as the principal term. It can also be noticed that this term givesmore weight to the region very close to the wall, where it becomes equal to the
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Figure 2. Comparisons of the di�erent source terms in the integral Eq. (12) of thepressure term with H(x;x00) given by (10) at location y+ = 30. Separations in x-and z-directions are zero. (a) �11; (b) �22. n=0 (principal term); n=-1 (�rst image term); n=1 (second image term). The vertical coordinate isarbitrarily normalized such that the maximum of n = �1 term is 1.principal term and the two-point correlation changes sign for the component �22,as shown in Fig. 2b. However, this feature is not present in Fig. 2a and, moreover,the contribution of this part of the domain to the integral is rather small. It mustbe emphasized that even though the n = �1 source term appears negligible nearthe point of zero separation relative to the n = 0 term, which goes to in�nity, itscontribution to the integral is signi�cant. Indeed, the value of the volume integralof 1=r between r = 0 and r = 1 is only 2�. Thus, Figs. 2a and 2b clearly showthat the contributions of the image terms to the integral are of the same sign asthe contribution of the principal term. Unfortunately, it is not possible here toevaluate quantitatively the relative weight of each term because it involves two-point correlations with separations in the whole 3D-domain, which have not beencalculated.At this point a very interesting conclusion can be drawn. The image terms inthe integral Eq. (12) with H(x;x0) de�ned by (10), which account for the wallecho, actually have an ampli�cation e�ect on the redistribution of turbulent en-ergy between the di�erent component of the Reynolds stress. Thus, it is time toabandon the traditional way of modeling the damping of the redistribution, whichconsists of introducing Gibson & Launder (1978) type terms involving functions ofthe geometry. This damping can only be caused by the damping of the two-pointcorrelation itself, which is a consequence of the no-slip boundary conditions and thewall-blocking e�ect.This phenomenon is an inhomogeneity e�ect, which can only be accounted forby non-local models, such as the elliptic relaxation model. However, it has beenshown in x4.1 that the behavior of the latter is not satisfactory in the log layer. Thefollowing sections will show that this aw is due to the fact that the model doesnot account for the asymmetry of the correlation function in the direction normalto the wall, which is a consequence of the variation of the length scale in inhomo-geneous regions. By reformulating the elliptic relaxation equation, the damping of
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Figure 3. Correlation function de�ned by (26) calculated from the DNS dataat di�erent y locations: y+ = 4; y+ = 14; y+ = 30; y+ = 80; y+ = 150;y+ = 400; y+ = 590. Separations in x- and z-directions are zero. (a) f(x;x0) =u1(x)r2p;1 (x0)=u1(x0)r2p;1 (x0); (b) f(x;x0) = u2(x)r2p;2 (x0)=u2(x0)r2p;2 (x0).the redistribution in the log layer can be reproduced, without introducing any \wallecho" correction term (x6.2).5.2 Asymmetry of the correlation function in y-directionThe main purpose of this study is to investigate through DNS data the shapeof the correlation function de�ned by (22), which is modeled by an exponentialfunction in the elliptic relaxation method. First, it must be emphasized that thismodel function is unique, i.e., it does not depend on the component of �ij . Thisfeature is not supported by any theoretical result, but is necessary to warrant theframe independence of the model. On the other hand, using DNS data, a correlationfunction f(x;x0) can be calculated for each component of �ij :f(x;x0) = u�(x)r2p;� (x0) + u�(x)r2p;� (x0)u�(x0)r2p;� (x0) + u�(x0)r2p;� (x0) ; (26)without summation over Greek indices. It is obviously impossible to derive a modelof f which matches the DNS results for all the components. Hence, the followinganalysis should be interpreted in a qualitative rather than quantitative sense.Figure 3 shows the correlation function f(x;x0) corresponding to components �11(Fig. 3a) and �22 (Fig. 3b) for 7 di�erent y locations, at zero x- and z-separation.Each curve has been truncated for clarity, since the ratio (26) becomes rather\noisy" for large separations. Several observations can be made from the �gure:
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(a) (b) (c) (d) (e)Figure 4. Comparison of shapes of the correlation function corresponding to�22 for separations in the 3 principal directions at di�erent locations. (a) y+ = 14,(b) y+ = 30, (c) y+ = 80, (d) y+ = 150, (e) y+ = 590. Separations: , x-direction, (�y = �z = 0); , y-direction, (�x = �z = 0); , z-direction,(�x = �y = 0).� The correlation functions corresponding to �11 and �22 are quite di�erent. Inparticular, the correlation length scale appears to be signi�cantly larger at everylocation for the 11 component than for the 22 component.� The correlation function becomes negative at certain separations, particularly forthe 22 component.� The correlation length scale varies with location. It increases rapidly when the�xed point x moves away from the wall. Then, it seems to reach a maximum leveland decreases slightly as the center of the channel is approached. This behaviorseems to be qualitatively the same for both components.� These functions have asymmetrical shapes, particularly in the log layer. Aspointed out in x4.1, the correlation function de�ned by (26) is not restrictedto values less than or equal to 1. It can be observed in Fig. 3b that this is indeedthe case. For instance, the correlation function at y+ = 400 reaches a maximumvalue of approximately 1:15 at y0+ ' 405.The main conclusion which can be drawn from the �gures is that the correlationfunction is very asymmetric. This feature is linked to the rapid variation of thelength scale, which increases with distance from the wall. Modeling the correlationfunction by an exponential function leads to too much weight being placed in theregion between the point and the wall. Therefore, as will be described below, theover-estimation of the pressure term in the log layer can be corrected by introducingsome asymmetry in the model for f(x;x0).5.3 Anisotropy of the correlation functionFigure 4 shows the correlation function corresponding to �22, evaluated from(26) with � = � = 2, for separations in the principal directions. Note that forseparations in y-direction the correlation function goes to �1 when the point y0approaches the wall, as can be seen in Figs. 4a and 4b. This is because in theratio (26), the one-point correlation involves u2(y0), which behaves as y02 in thevicinity of the wall, whereas the two-point correlation only contains u2(y) which isconstant with respect to y0. Accordingly, the ratio behaves as y0�2 near the wall.
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40(b)Figure 5. Correlation function corresponding to �22 at y+ = 80 for separationsin the x-y plane (�z = 0). (a) f(x;x0), (b) Iso-correlation contours. Contour levelsfrom �0:5 to 1 are separated by 0:1.All the Figs. 4a-e show that the velocity u2 and the y-derivative of the Laplacian ofthe pressure are correlated over a longer distance in the streamwise direction thanin other two principal directions. This feature is consistent with the streamwiseelongation of the turbulent structures observed in the experiments. This anisotropyis very important near the wall (Fig. 4a) and becomes less pronounced away fromit (Figs. 4b-e). Note that at the center of the channel, the correlation function isstill anisotropic.The anisotropy of the correlation function at location y+ = 80, correspondingto Fig. 4c, can also be observed in Fig. 5. In 5a, f(x;x0) is plotted as a functionof separation in the x-y plane (�z = 0). Figure 5b shows the contour levels ofthis surface. One can observe that near the point of zero separation, the highestcontour, which corresponds to f(x;x0) = 1, is almost round. The shape of thecontours becomes more elongated in the x-direction as the level decreases.The asymmetry of the correlation function in y-direction, emphasized in x5.2,appears in Fig. 5b as well. When looking only at the spacing between consecutivecontours, the function may seem somewhat symmetric. But it must be noted thatthe contours are not centered at the point of zero separation. Actually, the highestcontour level plotted, f(x;x0) = 1, contains this point. This asymmetry is clearlyobserved as well in the regions of negative contour values. First, they are notsymmetrical with respect to zero, since they are approximately centered at �y+ =�25 and �y+ = 35. Secondly, the extremum of the region corresponding to positiveseparations is much lower than the other one.The above observations demonstrate that the correlation function is not onlyasymmetric in the y-direction but also anisotropic, especially in the very near-wallregion (y+ < 30). Consequently, it calls into question the use of the exponentialfunction, which does not distinguish between streamwise, wall-normal and spanwisedirections. However, this anisotropy cannot be considered as being responsible forthe defects noted in x4.1, since in the case of channel ow, the non-local e�ectobviously does not act in the homogeneous directions. Nevertheless, this points out
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Figure 6. Length scales based on curves in Fig. 4. (a) Comparison of the di�erentlength scales in y-direction: / Left length scale; � Central length scale; . Right lengthscale; L = CLmax �k3=2"�1; C��3=4"�1=4� with CL = 0:045;C� = 80:0. (b)Comparison of the length scale in the 3 directions: � Central length scale in y-direction; � Length scale in x-direction; Length scale in z-direction.a feature of the correlation function which can become important in more complexows. 5.4 The correlation length scaleThe length scale L entering the model of the two-point correlations (13) is noteasy to determine in DNS data. As emphasized in x4.1, it does not correspondrigorously to the integral scale (20).It is noted that L is the integral of the function exp(�r=L) from zero to in�nity.This property allows one to evaluate a length scale in each direction, but it isunfortunately not satisfactory. Since the x-direction is homogeneous, the integralover x of quantities involving x-derivatives is zero. Hence, the evaluation of thelength scale in x-direction of the correlation function associated to �11, i.e., thefunction de�ned by (26) with � = � = 1, gives exactly zero. This is due to the factthat it does not give the right weights to the di�erent regions. Indeed, consideringisotropic turbulence and ignoring the image terms, it can be seen that the 3-Dintegral (20) reduces to the 1-D integral R10 rf(x; r)dr, which increases the relativeweight of the large separations.The method which will be used in the following is not an integral method. Itcan be noted that the function exp(�r=L) takes the value 1=e for r = L. Thus, alength scale can be de�ned by the separation where the correlation function takesthis value. Although this method is very simple, it provides a measure of the widthof the function in each direction. The drawback is that it only characterizes theshape of the function at small separations and, in particular, it does not accountfor the negative excursions.Nevertheless, this method allows the evaluation of the qualitative behavior of thelength scale across the channel and distinguishes between the length scales evaluatedat the left and right of the zero separation point, characterizing the asymmetry ofthe function. Figure 6 shows the di�erent length scales which can be evaluated fromthe correlation functions depicted in Fig. 4. Figure 6a compares the di�erent length



16 R. Manceau, M. Wang & P. Durbinscales de�ned in the y-direction: the left (right) length scale corresponds to thevalue of negative (positive) separation at which the correlation function is equal to1=e, and the \central" length scale is the mean of the left and right length scales. Itcan be observed that, except for the peculiar behavior at y+ = 14, the asymmetryis weak close to the wall and becomes more pronounced away from it. This trendis reversed when the center of the channel is approached.The growth of the central length scale with y is nearly linear up to y+ = 200. InFig. 6a, the length scale used in the elliptic relaxation model is also plotted. It canbe seen that the global shape is very satisfactory, although the coe�cient CL hasbeen reduced by a factor of 4. This value of CL cannot be considered as the valuewhich must be used in the model, since it only corresponds to the component �22.Figure 6b shows the evolution across the channel of the length scale in the 3principal directions. Although their amplitudes are di�erent, their behaviors appearquite similar, except for y+ < 100, where a spike appears in the streamwise lengthscale.These results indicate that the length scale used in the model, which is the stan-dard turbulent length scale bounded by the Kolmogorov length scale, representsquite satisfactorily the variations of the correlation length in the channel. Thecoe�cient CL is likely over-estimated, but the results presented here are mainlyqualitative and therefore, the coe�cient tuned by computer optimization must bepreferred. Overall, these results justify the way the length scale is modeled in the el-liptic relaxation method. The use of the Kolmogorov length scale as a lower bound,which was originally introduced only to avoid singularities in the model, has provedimportant to improving the predictions of the model. This is due to the behavior ofthe correlation length described above, which does not go to zero and varies linearlyin the vicinity of the wall.6. Proposed modi�cation to the model6.1 Correction to the model of the correlation functionThe results presented in the previous section show that the model of the corre-lation function can be improved. For the present study, whose main purpose is to�nd ways to correct the wrong behavior in the log layer as detailed in x4.1, the mostnoteworthy feature of the correlation function is its asymmetry in the y-direction.Indeed, Fig. 7 shows that, when the original correlation function model is used, thetwo-point correlation obtained by multiplying the model function by the one-pointcorrelation from the DNS data (cf. (26)), is larger toward the wall than away fromit. This is very di�erent from the two-point correlation computed directly from theDNS �elds, which is quite symmetrical. Consequently, the integral of the two-pointcorrelation is over-estimated, leading to the incorrect ampli�cation of the pressureterm pointed out in x4.1.This work does not attempt to �nd the best way to modify the model. Rather,it presents a direction in which an improvement of the model can be sought. Anexample of modi�cation is presented in Fig. 7. The asymmetrical correlation func-tion shown in 7b is obtained by introducing a dependence on the gradient of the
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Figure 7. A priori test of the two-point correlation obtained using two di�erentcorrelation functions. (a) One- and two-point correlations. All quantities are nor-malized by the value of the two-point correlation at zero separation. One-pointcorrelation from DNS (x = x0); � Two-point correlation from DNS; Two-point correlation obtained using the symmetrical exponential correlation functionshown in (b) and the one-point correlation from DNS; Two-point correla-tion obtained using the asymmetrical exponential correlation function shown in (b)and the one-point correlation from DNS. (b) Model of the correlation function.Symmetrical correlation function: f(y; y0) = exp(�jy0 � yj=L); Asym-metrical correlation function: f(y; y0) = exp(�jy0 � yj=(L + (y0 � y)dL=dy).length scale: f(y; y0) = exp(�jy0 � yj=(L+ (y0 � y)dL=dy). The resulting two-pointcorrelation, shown in 7a, is much closer to the DNS value than the one obtainedusing the original model. In particular, the new function corrects the erroneousshape observed between the point and the wall. The next section will detail theconsequence of this new model on the form of the elliptic relaxation equation.6.2 Reformulation of the elliptic relaxation equationThe simple modi�cation of the correlation function model proposed above caneasily lead to a new form of the elliptic relaxation model. The correlation functionis henceforth modeled byf(x;x0) = exp�� rL+ ru � rL� ; (27)where r and u denote respectively kx0 � xk and (x0 � x)=kx0 � xk. Consideringthe new term ru � rL as a small correction, a Taylor expansion of (27) leads to thefollowing expression:f(x;x0) = exp �� rL�+ r2L2 exp�� rL�u � rL : (28)



18 R. Manceau, M. Wang & P. DurbinUsing (28), the integral equation of the pressure term leads to two terms �aij and�bij . The �rst term is the same as the original one and satis�es�aij � L2r2�aij = �L2� gij ; (29)where gij denotes the one-point correlation ujr2p;i + uir2p;j . The second term�bij = 8L3� rL � rgij (30)is a correction term. Following Durbin (1991), the RHS of (29) can be replacedby any quasi-homogeneous model, which corresponds to modeling gij by ��hij=L2.There are two possible ways to take into account the correction term in the model.First, it can be considered as an explicit correction as�aij � L2r2�aij = �hij ; (31)�bij = 8L3rL � r�aijL2 : (32)Here, (31) gives exactly the same solution as the original model, while (32) providesan explicit correction. The second possibility is to introduce the correction directlyinto the elliptic relaxation equation in the following manner:�ij �L2r2�ij � 8L3rL � r�ijL2 = �hij : (33)The same analysis as in x4.1 can be conducted in the log layer, which yields thefollowing results:(a) with the explicit formulation (31) and (32): �ij = 1� 24C2�21� 2C2�2 �hij ;(b) with the implicit formulation (33): �ij = 11 + 22C2�2�hij .Both new formulations give a reduction of the redistribution, in contrast to theoriginal one, which gave an ampli�cation, as pointed out in x4.1. Note that thereductions are identical up to the third order in the small parameter C�.Thus, the simple modi�cation of the model for the correlation function proposedabove overcomes the de�ciencies of the original model in the log layer. The so-called\wall echo e�ect", called into question in x5.1, can be obtained only by accountingfor the asymmetry of the correlation function in the direction normal to the wall,i.e., by introducing a dependence on the gradient of the length scale in the model.This can be compared to the correction applied by Launder & Tselepidakis (1991),who sought to avoid the use of wall echo terms by introducing an \e�ective velocitygradient" in their pressure term model, de�ned asrUeffi = rUi + ceffL(rL � r)rUi (34)(see Wizman et al. (1996) for more details). This approach accounts for the inho-mogeneity of the ow in the near-wall region, which is very similar to the presentwork.



Non-local e�ect on pressure term in RANS modeling 197. ConclusionsA DNS database for a channel ow at Re� = 590 has been used to assess the valid-ity of the model assumptions in the elliptic relaxation method. Several conclusionscan be drawn:� The method, which is based on the approximation of the correlation function(26) by an exponential function, is consistent with DNS data, although somere�nements are necessary. In particular, the length scale used in the model,de�ned by the standard turbulent length scale bounded by the Kolmogorov lengthscale, reproduces rather surprisingly the overall shape of that obtained from DNSdata.� The shape of the correlation function depends on the component of the two-pointcorrelation tensor used to evaluate it. Therefore, one can not expect an accuratereproduction of all the two-point correlations. Only a global accounting of thenon-local e�ect is possible.� An analysis of the image terms entering the approximate Green function of thechannel shows that they actually lead to an ampli�cation, rather than reduction,of the redistribution between the components of the Reynolds stress, in contrastto the common belief. The reduction can only be due to the damping of the sourceterm in the integral equation, especially for the diagonal component normal tothe wall. Accordingly, this is not a wall echo e�ect, but a wall blocking e�ect.� The correlation function computed from DNS data is strongly asymmetric inthe direction normal to the wall, particularly in the log layer. Modeling it bya simple exponential function gives too much weight to the region between thepoint and the wall. Since the one-point correlation increases rapidly toward thewall, it yields an over-estimation of the pressure term. This is the reason for theobserved erroneous ampli�cation of the redistribution in the log layer.� The correlation function is anisotropic. In particular, very close to the wall, theiso-correlation contours are strongly elongated in the streamwise direction. Thisfeature has no inuence on the channel ow, and its e�ect on complex owscannot be determined in the present study.� A simple modi�cation to the correlation function model, accounting for the ob-served asymmetry in the direction normal to the wall, allows the derivation ofa new formulation of the elliptic relaxation equation which does not possess thesame defect as the original version. This result shows that the reduction of theredistribution in the log layer can be reproduced by introducing inhomogeneitye�ects and avoiding the use of any wall echo correction terms.Based on the physical insight gained through this study, e�ort will continue to bedirected toward the improvement of the elliptic relaxation method. Di�erent formu-lations of the model will be tested in simple ows, in order to assess the improvementof the predictions. The new model will be calibrated on the channel ow and theboundary layer ow to allow its application in more complex con�gurations.AcknowledgmentsThe authors gratefully acknowledge William Cabot, Javier Jimenez, and Robert
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ASSESSMENT OF INHOMOGENEITY EFFECTS ON THE PRESSURE TERMUSING DNS DATABASE: IMPLICATIONS FOR RANS MODELSR�emi Maneau1, Meng Wang2 and Dominique Laurene11Laboratoire National d'Hydraulique, Eletriit�e de Frane6, quai Watier, 78 401 Chatou, Frane2Center for Turbulene Researh, Stanford UniversityStanford, CA 94305-3030, USAABSTRACTThe assumptions underlying the ellipti relaxation mo-del for the pressure term in the Reynolds stress transportequations are examined through the analysis of a hannelow DNS database. The model is shown to be onsistentwith the data, in partiular with regard to the evaluationof the length sale. Some features not aounted by themodel, suh as the asymmetry in the inhomogeneous di-retion of the two-point orrelation funtion, are found tobe responsible for the observed spurious ampli�ation ofthe return to isotropy in the log layer. The expeted re-dution is obtained in the proposed new formulations ofthe ellipti relaxation equation. The ommon belief thatthis redution is due to the wall eho e�et is shown to beerroneous.INTRODUCTIONOne of the most important and diÆult tasks for tur-bulene modelers is to model the pressure term in theReynolds stress transport equations, sine it is the mostsigni�ant unlosed term. Following the pioneering workof Chou (1945), this term is ommonly split into rapid,slow and surfae parts. The latter is usually negletedor represented by the so-alled wall eho terms, while therapid part is modeled by introduing a fourth order ten-sor, onsidering that the length sale of the variations ofthe veloity gradient is large in omparison with that ofthe two-point orrelations.This approah, whih leads to the loss of the non-loalnature of the pressure term, was found by Bradshaw et al.(1987) to be valid only for y+ � 40 in a hannel ow atRe� = 180. Therefore, the inuene of the wall on turbu-lene annot be reprodued without introduing orretionterms to this type of models. In order to avoid suh ad homodi�ations, Durbin (1991) proposed to model the two-point orrelations in the integral equation for the pressureterm by an exponential funtion. This novel method leadsto the so-alled ellipti relaxation equation, whih repro-dues the non-loal e�et and enables the derivation of

seond moment losure models integrable down to solidboundaries.While the ellipti relaxation model has led to very en-ouraging results, some issues remain open and room forimprovement exists. The present work aims to assess thevalidity of some model assumptions through the analysisof a DNS database, whih has never been done before.Partiular attention will be foused on the shape of theorrelation funtion as well as the length sale used in themodel. New formulations, whih take into aount thevariation of the length sale and the anisotropy of the or-relation funtion, will be proposed, and their behavior inthe log layer evaluated.PRESENTATION OF THE PROBLEMThe ellipti relaxation approahThe pressure term entering the Reynolds stress trans-port equations is��ij = � (ujp;i + uip;j) (1)The gradient of the pressure utuation, as well as thepressure utuation itself, satisfy the Poisson equationr2p;k = �� (2Ui;j uj ;i +ui;j uj ;i�ui;j uj ;i) ;k (2)Eq. (2) is assumed to satisfy the boundary onditionp;kn = 0, where n denotes the unit vetor normal to thewall. This assumption is equivalent to requiring that the\Stokes part" of the pressure gradient, namely the partprodued by the inhomogeneous boundary ondition, benegligible (Kim, 1989). The general solution of Eq. (2) isp;k (x) = Z
r2p;k (x0)G
(x;x0) dV (x0) (3)where G
 is the Green funtion of the domain, i.e. thesolution of Eq. (2) in whih the RHS is replaed by theDira funtion Æ(x0 � x). Eq. (3) does not ontain anysurfae term beause the Green funtion satis�es the samehomogeneous Neumann boundary ondition as for p;k.The integral equation of the pressure term is a onse-



quene of Eq. (3):��ij(x) = Z
	ij(x;x0)G
(x;x0)dV (x0) (4)where 	ij(x;x0) = �uj(x)r2p;i (x0)� ui(x)r2p;j (x0).Durbin (1991) proposed to model this two-point or-relation using the following de�nition of the orrelationfuntion f(x;x0):	ij(x;x0) = 	ij(x0;x0)f(x;x0) (5)and to approximate the orrelation funtion byf(x;x0) = exp (�r=L) (6)where r = kx0 � xk. Note that the orrelation funtionannot depend on the omponent (i; j) in order to pre-serve the tensorial properties of the pressure term. In afree spae, the Green funtion is simplyGIR3(r) = �1=4�r.Using Eqs. (5) and (6) in Eq. (4) then yields a onvolutionprodut between �	ij and EIR3(r) = exp (�r=L)=4�r,whih is the Green funtion assoiated with the Yukawaoperator �r2 + 1=L2. Hene, the modeled pressure termsatis�es the ellipti relaxation or Yukawa equation:�ij � L2r2�ij = �hij (7)In Eq. (7), the original RHS, ���1L2	ij(x;x), has beenreplaed by a quasi-homogeneous model �hij , suh as IPor SSG model, noting that in homogeneous situations �ijmust relax to �hij . This equation an easily be generalizedin the ase of a hannel ow (Maneau et al., 1998, 1999).Issues to examineThe ellipti relaxation approah is mainly based on themodeling by an exponential funtion of the orrelationfuntion f(x;x0) de�ned in Eq. (5). This approximationwas introdued intuitively by Durbin (1991) in order topreserve the non-loal e�et on the pressure term. In thepresent study, the two-point orrelation 	ij(x;x0) will beevaluated from the DNS database of a hannel ow atRe� = 590 (Moser et al., 1999), to assess the shape of theorrelation funtion and the validity of Durbin's approxi-mation. In addition, the length sale involved in Eqs. (6)and (7) will be evaluated, in order to validate the use of theturbulent length sale k3=2=" in the main part of the owand the Kolmogorov length sale in the near-wall region.The ultimate objetive of the present DNS analysis isto �nd ways to improve the behavior of the model. Aspointed out by Wizman et al. (1996), the ellipti relax-ation equation does not at in the right diretion in thelog layer. Indeed, the funtion �hij , like ", behaves in thisregion as 1=y. If the length sale used in the model isL = C�y, the solution of Eq. (7) is�ij = (1� 2C2�2)�1�hij (8)whih results in an ampli�ation of the return to isotropy,instead of the expeted redution.Wizman et al. (1996) proposed to modify the ellipti re-laxation equation, in order to orret this behavior. For

instane, they introdued the so-alled neutral formula-tion, replaing in Eq. (7) the term L2r2�ij byr2 �L2�ij�.This formulation exhibits neither ampli�ation nor redu-tion in the log layer. However, it su�ers from a lak ofjusti�ation.The present work attempts to provide a more solid ba-sis to develop other new formulations. The entral idea isthat the orrelation funtion annot be approximated byan isotropi exponential funtion. Indeed, there is no ba-sis to assume that the two-point orrelations between theveloity and the Laplaian of the pressure gradient shouldhave this feature, given that the ontours of the two-pointorrelations between veloity omponents are paked be-tween the point of zero separation and the wall (Sabot,1976).Furthermore, the erroneous model behavior in the loglayer leads to diÆulties in prediting aurately both thevisous sublayer and log layer, and hene ompromises areneeded to alibrate the oeÆients. This limits the inu-ene of the ellipti relaxation to a region very lose to thewall. Some improvements an be expeted by extendingthis inuene to a larger region.RESULTS AND DISCUSSIONThe wall eho e�etIn a semi-in�nite spae, bounded by a plane, theGreen funtion is G
(x;x0) = �1=4�r � 1=4�r�, wherer� = kx0� � xk, x0� being the image point of x0 in thewall. It has been widely aepted that this image term,representing the wall eho e�et, is responsible for the re-dution of the pressure term. This onept has led to theinlusion of Gibson & Launder type wall eho terms.However, sine this term appears in the Green funtionwith the same sign as the prinipal term, it atually in-reases the pressure utuation and hene the pressureterm. Therefore, the wall eho annot be responsible forthe damping of the energy redistribution.In a hannel, the exat Green funtion is known only af-ter taking Fourier transforms in homogeneous diretions,whih is not relevant in the ontext of this work. Never-theless, it an be approximated (Maneau et al., 1998,1999) by H(x;x00) = �1=4�r�1 � 1=4�r0 � 1=4�r1, withrn = kx0n � xk, where x0�1 and x01 are the image pointsof x00 with respet to eah wall.When G
 ' H is used, Eq. (4) beomes��ij(x) = �Z
 	ij(x;x00)4� � 1r�1 + 1r0 + 1r1� dV (x00)(9)Fig. 1 shows the three terms in the integrand of Eq. (9)in a hannel at y+ = 30. The image term arising fromthe far wall loated at y+ = 1180 is negligible, but then = �1 term, whih arises from the near wall at y+ = 0and has the same sign as the prinipal term, makes a sig-ni�ant, positive ontribution to the integral (even thoughthe n = 0 term goes to in�nity at zero separation, the vol-ume integral of 1=r between r = 0 and 1 is only 2�).Thus, the traditional way of modeling the damping of



the return to isotropy through additional wall eho termsshould be abandoned. It will be shown that this e�et anbe taken into aount by a proper reformulation of theellipti relaxation equation.
	 22(x;x0 )=kx0 n
�xk

0 25 50 75

0.0

1.0

2.0

y0+Figure 1: Comparison of the terms in the integrand of Eq. (9)(i = j = 2) at y+ = 30: prinipal term (n = 0),image term due to the wall at y0+ = 0 (n = �1), imageterm due to the wall at y0+ = 1180 (n = 1). The normaliza-tion is suh that the maximum of n = �1 term is 1.Asymmetry in y-diretionThe orrelation funtion de�ned by Eq. (5) is modeledby an isotropi exponential funtion in the ellipti relax-ation method. Using DNS data, a orrelation funtionf(x;x0) an be alulated for eah omponent of �ij fromf(x;x0) = 	��(x;x0)=	��(x0;x0) (10)without summation over Greek indies. It is thus impos-sible to derive a model of f whih mathes the DNS re-sults for all the omponents. Hene, the following analysisshould be interpreted in a qualitative rather than quanti-tative sense.f(x;x0 )
0

1

f(x;x0 )
0 100 200 300 400 500 600

0

1

y0+
(a)(b)

Figure 2: Correlation funtion alulated from the DNSdata at di�erent loations: y+ = 4; y+ = 14; y+ = 30;y+ = 80; y+ = 150; y+ = 400; y+ = 590. f is evaluatedfrom Eq. (10) with (a) � = � = 1; (b) � = � = 2. Separa-tions in x- and z-diretions are zero.Fig. 2 shows the orrelation funtions orresponding to�11 and �22 at di�erent loations. Several observationsan be made:� The orrelation length sale is larger at every loationfor the 11 omponent than for the 22 omponent. Hene,only a global aounting of the non-loal e�et is possi-ble, whih does not reprodue exatly the data.

� The orrelation funtions exhibit negative exursions.This alls into question the use of an exponential fun-tion to model them. However, this model will prove tobe valid in the subsequent analysis.� The orrelation funtions have learly asymmetrialshapes, partiularly in the log layer.The last feature is the most important one. Indeed, whenan isotropi orrelation funtion is used, points betweenthe �xed position and the wall are over-weighted. In thelog layer, sine the amplitude of 	ij dereases rapidly withdistane to the wall, this results in the over-estimation ofthe amplitude of the pressure term desribed earlier. Thisappears to be the main improvable point of the model.
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Figure 3: Shape of the orrelation funtion de�ned byEq. (10) with � = � = 2, evaluated from the DNS, forseparation in the 3 prinipal diretions at di�erent y lo-ations. (a) y+ = 14, (b) y+ = 30, () y+ = 80, (d)y+ = 150, (e) y+ = 590. Separations: x-diretion,(�y = �z = 0); y-diretion, (�x = �z = 0);z-diretion, (�x = �y = 0).AnisotropyFigs. 3a-e ompare the orrelation funtion orrespond-ing to �22 for separations in the 3 prinipal diretions at�ve y loations. It is observed that the distane of or-relation is larger in the streamwise diretion than in theother two diretions. This feature is onsistent with thestreamwise elongation of turbulent strutures observed inexperiments. This anisotropy is most signi�ant near thewall (Fig. 3a), and beomes less pronouned away from it(Figs. 3b-d), yet it still appears even in the enter of thehannel (Fig. 3e).The above observation alls into question the use of themodel given by (6), whih does not distinguish amongstreamwise, spanwise and wall-normal diretions. Al-though the anisotropy annot be onsidered responsiblefor the model defets noted previously, sine the non-loalharater has no e�et in homogeneous diretions, thisfeature may beome important in more omplex ows.



Length salesThe de�nition of the length sale used in the model (6)is not obvious. Indeed, the standard de�nition of the or-relation funtion f to be used in Eq. (4) is	ij(x;x0) = 	ij(x;x)f(x;x0) (11)where the one-point orrelation is expressed in x, the pointwhere the veloities are evaluated. 	ij an then be takenoutside the integral in Eq. (4). This formulation leads tothe de�nition ofL2int(x) = ����Z
 f(x;x0)G
(x;x0)dV (x0)���� (12)whih is an integral sale, sine the ratio between the inte-gral and the orrelation at zero separation an be writtenas ��ij(x) = �L2int(x)	ij(x;x) (13)However, this formulation leads to the loss of the non-loal e�et. In order to preserve it, the orrelation fun-tion must be de�ned by Eq. (5). With this de�nition, theone-point orrelation annot be taken outside the integral.The length sale L is then no longer an integral sale andthus annot be evaluated by Eq. (13).Nevertheless, L is the integral from zero to in�nity ofexp(�r=L). Therefore, one may attempt to de�ne a lengthsale in eah diretion by integrating f(x;x0) along aline. But this method leads to a paradox in the homo-geneous diretions. For instane, the integral along thex-diretion of the orrelation funtion de�ned by Eq. (10)with � = � = 1 gives exatly zero. This is due to the fatthat R10 f(x; r)dr is very di�erent from the orret def-inition of the integral sale, Eq. (12), whih redues toR10 rf(x; r)dr for isotropi turbulene in free spae. Notealso that, as a pratial matter, R10 rf(x; r)dr annot beused to evaluate L either beause the r fator in the inte-grand tends to amplify the numerial noise at large sepa-ration where the true value of f is small.In the following, a very simple de�nition of the lengthsale will be used. It is noted that exp(�r=L) takes thevalue 1=e for r = L. Hene, one an de�ne L as the half-width of the orrelation funtion between the two pointsat whih f = 1=e. Notwithstanding its simpliity, thismethod enables the evaluation of the qualitative behav-ior of L aross the hannel with diretional dependene.Fig. 4 shows a omparison of the di�erent length salede�nitions. These results are rather surprising and veryenouraging. First, the orrelation length sale L is verylose to the integral length sale Lint, exept in the viin-ity of the wall. This shows that small separations on-tribute most to the integral and that larger separations,whih show a more ompliated behavior inluding nega-tive exursions in Fig. 2, an then be negleted. This resultjusti�es the use of a simple exponential funtion to modelthe orrelation funtion. Furthermore, Fig. 4 shows thatin the main part of the ow, the orrelation length saleL an, in a standard way, be evaluated by the turbulentlength sale LT = CLk3=2"�1.Seondly, in the near-wall region (y+ � 60), the orre-

lation length sale L approahes the value of 6, whereasthe integral sale Lint dereases rapidly toward the wall.As shown in Fig. 4, in this region, L behaves like the Kol-mogorov length sale LK = C�CL�3=4"�1=4.Finally, it an be seen that the point where L and Lintdiverge is approximately where the turbulent length saleLT beomes smaller than the Kolmogorov length sale LK .This justi�es the use of the formulation L = max(LK ; LT )in Durbin's model.
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y+Figure 4: Comparison of the di�erent length sales evaluatedfrom the DNS: � Length sale L de�ned as the half-widthof the orrelation funtion f shown in Fig. 2b; Æ Æ Inte-gral sale Lint given by Eq. (13) with i = j = 2; Tur-bulent length sale used in the model LT = CLk3=2"�1(CL = 0:045); Kolmogorov length sale used near thewall in the model LK = C�CL�3=4"�1=4 (C� = 80).NEW FORMULATIONSSpae transformationAs emphasized in the preeding setions, the ellipti re-laxation equation does not behave orretly in the loglayer. New formulations of this equation need to be de-rived, based on the results of the previous setion.The �rst problem to be noted is the rapid variation ofthe length sale L aross the hannel. Indeed, the model isderived from Eq. (4) using Eqs. (5) and (6), whih yields,in a free spae,��ij(x) = �Z
	ij(x0;x0) exp(�r=L)4�r dV (x0) (14)This equation an be inverted to give Eq. (7) only if itis a onvolution produt, i.e., if L is a onstant, or if Lan be onsidered loally as a onstant over a distaneorresponding to the orrelation length sale, whih is Litself. In the log layer, dL=dy is about � = 0:41, dependingon the oeÆient used in the model. Therefore, L is notloally a onstant and Eq. (7) is not rigorously the inverseof Eq. (14).In order to take into aount the variation of L, a oor-dinate transformation x 7! �(x) an be introdued, suhthat in the transformed spae, the length sale is a on-stant, and the boundaries of the domain are preserved:



�(
) = 
. In a hannel, this transformation is simplygiven by d�2=L� = dy=L(y), where L� is a onstant.Fig. 5 shows how it transforms the shape of the orre-lation funtion. The orrelation length sale, whih or-responds to the half-width of the orrelation funtion, isthen a onstant.f(x;x0 )
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Figure 5: E�et of the spae transformation on the orre-lation funtion: (a) Original orrelation funtion (same asFig. 2b); (b) Correlation funtion after transformation of y+-axis. See Fig. 2 for additional aption.If one de�nes funtions �i = p;i Æ��1, wi = ui Æ��1,�ij = �ij Æ��1, and gi = �2�i=�xk�xk, the same inver-sion as that leading to Eq. (3) gives�k(x) = Z
 gk(x0)G
(x;x0) dV (x0) (15)where G
(x;x0) is the same Green funtion as in Eq. (3),sine the domain is preserved by the transformation �.The same method leading to Eq. (14) an be used here toshow that, in a free spae:��ij(x) = �Z
�ij(x0;x0) exp(�r=L�)4�r dV (x0) (16)where �ij(x;x0) = �wj(x)gi(x0)�wi(x)gj(x0). The o-ordinate tranformation � is hosen suh that L� is aonstant, so that Eq. (16) is now a onvolution produt.Therefore, �ij satis�es the Yukawa equation:�ij(x)� L2� �2�ij(x)�xk�xk = ���1L2��ij(x;x) (17)The equation satis�ed by �ij , derived from Eq. (17),involves the Jaobian matrix of the inverse transformation,A =r��1. This enables the introdution of a matrix oflength sales, by de�ning Aij = Lij=L�. For instane, onean de�ne Lij = L uiuj=k, whih gives�ij � LklLml �2�ij�xk�xm � Lml �Lkl�xm ��ij�xk = �hij (18)or simply Lij = ÆijL, whih gives�ij � Lr � (Lr�ij) = �hij (19)The �rst formulation distinguishes among the di�erentdiretions, as was found neessary in the preeding anal-ysis, but introdues many new terms. The seond one is

muh simpler but the diretional information is lost. Bothformulations take into aount the gradient of the lengthsale, whih an be onsidered as a orretion to the orig-inal model. However, the log layer analysis now leads to:�ij = (1� �C2�2)�1�hij (20)with � = u1u22=k2 + u2u22=k2 ' 0:15 for the �rst formu-lation and � = 1 for the seond one. It an be noted thatthese formulations still result in an ampli�ation of thereturn to isotropy, although it is less pronouned.This problem an be traed to the shape of the orrela-tion funtion shown in Fig. 5b. It is seen that the spaetransformation does not remove all the asymmetry in they-diretion (note that, in this �gure, the transformation ofthe orrelations is used, instead of the orrelations of thetransformation). In the next setion, a new orrelationfuntion whih takes into aount this asymmetry will beproposed.New orrelation funtionIn order to aount for the asymmetry of the orrelationfuntion, the gradient of the length sale an be introduedby letting f(x;x0) = exp (�r=(L+ (x0 � x) � rL)). Withthis orrelation funtion, shown in Fig. 6b, the preditionof the two-point orrelation is improved, partiularly be-tween the �xed point x and the wall (f. Fig. 6a), wherethe original orrelation funtion auses an over-estimation.
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Figure 6: A priori test of the two-point orrelationobtained at y+ = 80 using two di�erent orrelationfuntions. (a) 2 	22(x0;x0)DNS; Æ 	22(x;x0)DNS;	22(x;x0) = 	22(x0;x0)DNS exp(�r=L);	22(x;x0) = 	22(x0;x0)DNS exp (�r=(L+ (x0 � x) � rL)).(b) exp(�r=L); exp (�r=(L+ (x0 � x) � rL)).Using a Taylor series expansion of the orrelation fun-tion, it an be shown that the ellipti relaxation equationbeomes�1 + 16 (rL)2��ij�L2r2�ij�8LrL �r�ij = �hij (21)The log layer analysis then yields�ij = (1 + 22 C2�2)�1�hij (22)



This new formulation exhibits now a redution of the re-distribution.Additional orretion terms an be derived, if seondderivatives of the length sale are introdued into the or-relation funtion. It an be shown that, at the �rst order,two extra terms appear, and the equation beomes�1� 4Lr2L+ 20 (rL)2��ij�L2r2�ij � 8LrL � r�ij = �hij (23)whih gives, in the log layer, �ij = (1 + 26 C2�2)�1�hij .Thus, a simple modi�ation of the model for the orre-lation funtion overomes the de�ienies of the originalmodel in the log layer, without introduing any \wall ehoterms".CONCLUSIONSA DNS database for a hannel ow at Re� = 590 hasbeen used to assess the validity of the ellipti relaxationmodel and to understand how to improve its performane.Several onlusions an be drawn:� The main approximation, whih onsists of modeling theorrelation funtion by an exponential funtion, is on-sistent with the data. In partiular, the similarity of theintegral length sale Lint and the orrelation length saleL shows that only the shape of the orrelation funtionaround zero separation is important to be modeled.� The length sale introdued by Durbin, whih is the tur-bulent length sale CLk3=2"�1 bounded near the wall bythe Kolmogorov length sale C�CL�3=4"�1=4, reproduessurprisingly well the evolution of the orrelation lengthsale aross the hannel.� The shape of the orrelation funtion depends on theomponent of the two-point orrelation tensor used toevaluate it. Only a global aounting of the non-loale�et an then be expeted.� The image terms in the integral equation of the pres-sure term atually lead to an ampli�ation of the returnto isotropy. Hene, these terms annot be onsideredresponsible for the redution of the redistribution.� The spurious ampli�ation of the redistribution in thelog layer by the ellipti relaxation equation is due tothe fat that the model does not take into aount thestrongly asymmetri shape of the orrelation funtion.Simple modi�ations to the orrelation funtion modellead to new formulations of the ellipti relaxation equa-tion whih do not present the same problem.� The orrelation funtion is anisotropi, elongated in thestreamwise diretion. Even though this feature has noe�et in the ase of a hannel ow, it an a�et moreomplex ows. The present analysis shows that it is pos-sible to introdue diretional information into the model,using a more ompliated but tensorially orret formu-lation of the ellipti relaxation equation.The physial insight gained through this study will en-able further investigations to improve the ellipti relax-ation method. The new formulations an be expeted togive improved solutions, partiularly in omplex ow on-
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Under onsideration for publiation in J. Fluid Meh. 1Inhomogeneity and anisotropy e�ets on theredistribution term in RANS modellingBy R �EMI MANCEAU1y, MENG WANG2AND DOMINIQUE LAURENCE1;31Laboratoire National d'Hydraulique, �Eletriit�e de Frane, 78 401 Chatou, Frane2Center for Turbulene Researh, BLDG. 500, Stanford University, Stanford, CA 94305-3030,USA3Department of Mehanial Engineering, UMIST, George Begg Building, Sakville Street,Manhester, M60 1QD, UK(Reeived ?? and in revised form ??)A hannel ow DNS database at Re� = 590 is used to assess the validity of modellingthe redistribution term in the Reynolds stress transport equations by ellipti relaxation.The model assumptions are found to be globally onsistent with the data. However, theorrelation funtion between the utuating veloity and the Laplaian of the pressuregradient, whih enters the integral equation of the redistribution term, is shown to beanisotropi. It is elongated in the streamwise diretion and strongly asymmetri in thediretion normal to the wall, in ontrast to the isotropi, exponential model representationused in the original ellipti relaxation model. This disrepany is the main ause for theslight ampli�ation of the energy redistribution in the log layer as predited by the elliptirelaxation equation. New formulations of the model are proposed in order to orret thisspurious behaviour, by aounting for the rapid variations of the length sale and theasymmetrial shape of the orrelation funtion. These formulations do not rely on theuse of wall eho orretion terms to damp the redistribution. The belief that the dampingis due to the so alled \wall eho" e�et is alled into question through the present DNSanalysis.1. IntrodutionIn seond moment losures, one of the most important and diÆult tasks is to modelthe pressure gradient{veloity orrelation in the Reynolds stress transport equations.Indeed, sine the prodution does not need any modelling at this losure level, partiularattention must be foused on this orrelation term and on the dissipation. In a hannelow (e.g. Mansour, Kim & Moin 1988) the pressure gradient{veloity orrelation, whosee�et is mainly to redistribute the energy among the Reynolds stresses (hene alled the\redistribution term"), is the only soure term in the budgets of the wall-normal andspanwise Reynolds stresses; it balanes the prodution in the shear stress budget.Sine the pioneering works of Chou (1945) and Rotta (1951), the loal approah, whihalgebraially relates the unlosed redistribution term to the Reynolds stress anisotropy,mean strain, and mean vortiity tensors, has been popular in the turbulene modellingommunity. All standard models are based on this approah. The redistribution term isy Present address: Laboratoire d'�Etudes A�erodynamiques, UMR CNRS 6609, SP2MI,T�el�eport 2, Bd Pierre et Marie Curie, BP 30179, 86962 Futurosope, Poitiers, Frane



2 R. Maneau, M. Wang and D. Laurenewritten in an integral form and split into three parts, the rapid, slow and surfae parts.The slow part, whih does not involve any mean ow quantity, is modelled in terms ofthe Reynolds stress anisotropy. The rapid part is expressed in terms of produts betweenmean veloity gradients and a fourth-order tensor, based on the assumption that themean veloity gradient is loally onstant. This quasi-homogeneous approah has beenthe starting point of almost all seond moment losure models. In most of them, linearones in partiular, (e.g. Rotta 1951; Naot, Shavit & Wolfshtein 1973; Launder, Reee &Rodi 1975) and even fully nonlinear ones (e.g. Fu, Launder & Tselepidakis 1987), thesurfae part is negleted or modelled by wall eho terms, as suggested by Gibson &Launder (1978). In others, the inuene of the solid boundary is aounted for throughvariable oeÆients, leading to quasi-linear models, suh as that of Speziale, Sarkar &Gatski (1991). In the reent model of Craft & Launder (1996), the nonlinear formulationdiretly inludes wall indued e�ets.However, the validity of the quasi-homogeneous approximation used for the rapid partis questionable. It assumes that the mean veloity gradient varies suÆiently slowly toallow it to be taken outside the integral, whih is not the ase in strongly inhomogeneousturbulene. Bradshaw, Mansour & Piomelli (1987) used the hannel ow DNS of Mansouret al. (1988) to show that this hypothesis is orret down to y+ = 40, but totally invalidbelow this value. Another weakness of the quasi-homogeneous approah is the loss of thenon-loal harater of the redistribution term. The integral equation for the latter, whihinvolves two-point orrelations between veloities and Laplaian of the pressure gradient,shows that it atually depends on the mean ow and the turbulene state at all points ofthe domain. Kim (1989) showed that in a hannel, exept in the very near-wall region,the redistribution term takes ontributions from all the domain, inluding the oppositewall. Furthermore, a number of theoretial studies (e.g. Hunt & Graham 1978) as well asdiret numerial simulations (Perot & Moin 1993) showed that the strutures of the ow,and the assoiated length sales, are strongly a�eted by the presene of a solid boundaryeven in the absene of mean shear, beause of the bloking e�et whih is non-loal. Inpartiular, the two-point orrelations of the wall-normal veloity are, as shown by Huntet al. (1989), inuened near the wall by the image eddies. These non-loal e�ets makethe redistribution term diÆult, if not impossible, to model in terms of loal variables.Furthermore, the quasi-homogeneous models annot in general be integrated down tosolid boundaries without introduing orretions, suh as damping funtions (there areexeptions, suh as the Craft & Launder 1996 model). Damping funtions are not univer-sal, sine they are derived by �tting experimental or DNS results with little theoretialjusti�ation.In order to avoid suh problems, Durbin (1991;1993) introdued a novel approah.He proposed to model diretly the two-point orrelation in the integral equation of theredistribution term, using an isotropi, exponential funtion. A onvolution produt isobtained, whih an be inverted to give the so-alled ellipti relaxation approah. Theredistribution term is no longer given by an algebrai relation, but rather by a dif-ferential equation. The non-loal harater is preserved through the ellipti operator(1� L2r2), and the model an be integrated down to the wall. A notable feature of thisapproah is that the soure term of the ellipti relaxation equation an be given by anyquasi-homogeneous model. Hene, it enables the derivation of models valid down to solidboundaries, from the quasi-homogeneous models ited above, whih have been testedover a wide range of di�erent ows. Even though some intuitive assumptions have beenmade, Durbin's model is based on a theoretial approah, leading to the hope that it issomewhat universal, unlike damping funtions.The ellipti relaxation model has led to very enouraging results, espeially as applied



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 3to the v2{f (or k � "� v2) model, whih is a version of the full Reynolds stress modelredued to three transport equations. Suessful preditions inlude, but are not limitedto, ows with adverse pressure gradient and around blu� bodies (Durbin 1995), threedimensional boundary layers (Parneix, Durbin & Behnia 1998), aerodynamis (Lien,Durbin & Parneix 1997), and heat transfer (Behnia, Parneix & Durbin 1998; Maneau,Parneix & Laurene 2000).Despite the remarkable suess, rooms for improving the ellipti relaxation model ex-ist. Many of the underlying model assumptions, introdued intuitively, have not beenvalidated by either experiments or DNS. The objetive of the present study is to evalu-ate these assumptions through the analysis of a hannel ow DNS database, and to �ndways to improve the theoretial basis and performane of the model. The main issues tobe examined inlude the validity of the two-point orrelation approximation employedby Durbin (1991), the validity of the length sale used in the ellipti operator, and theunsatisfatory behaviour of the model in the logarithmi layer. A full explanation of theseissues is given in x 2 and x 3. In x 4, the results of the DNS analysis are disussed. It isfound that the ellipti relaxation model is globally onsistent with the simulation data,and that the orrelation length sale is adequately modelled by the turbulent length salebounded near the wall by the Kolmogorov length sale. However, the orrelation funtionbetween the utuating veloity and the Laplaian of the pressure gradient is stronglyanisotropi and inhomogeneous. Its approximation by an isotropi, exponential funtionis responsible for the spurious ampli�ation of the energy redistribution in the log layer,as predited by the model. It is further disovered that the so alled \wall eho" e�etinreases the redistribution of energy, ontrary to the general belief. The physial in-sights gained through the DNS study are used, in x 5, to develop new formulations of themodel that retify the erroneous logarithmi-layer behaviour. This is ahieved by takinginto aount the inuene of strong inhomogeneity and anisotropy on the redistributionterm, using a spatially variable length sale and an asymmetri model of the orrelationfuntion. Unlike some previous ad ho formulations, the new formulations emphasize asystemati, sienti� approah to turbulene modelling, guided by the DNS data. Finally,x 6 summarizes the major �ndings and aomplishments of this work.2. Theoretial bakground2.1. Integral equation of the redistribution termThe pressure gradient{veloity orrelation entering the Reynolds stress transport equa-tions is ���ij = �ui �p�xj � uj �p�xi ; (2.1)where � is the density, p is the utuating pressure and ui are the utuating veloityomponents. The overline indiates ensemble average. Traditionally, this term is split intopressure{strain orrelation and pressure di�usion. However, sine this splitting is non-unique (Lumley 1975) and inonsistent with the Navier{Stokes equations in the limit oftwo-dimensional turbulene (Speziale 1985), it appears more appropriate to model thepressure gradient{veloity orrelation as a whole. Sine the pressure di�usion is negligiblein the main part of the ow, ��ij an be regarded as the energy redistribution betweenthe omponents of the Reynolds stress, exept in the near-wall region, where it balanesthe di�erene between dissipation and moleular di�usion.The gradient of the pressure utuation is the solution of the Poisson equation obtained



4 R. Maneau, M. Wang and D. Laurenefrom the divergene of the utuating part of the Navier{Stokes equations,r2 �p�xk = �� ��xk �2�Ui�xj �uj�xi + �ui�xj �uj�xi � �ui�xj �uj�xi� : (2.2)Following Kim (1989), it will be assumed that the ontribution from the inhomogeneousboundary ondition, or the \Stokes part", is negligible. Aordingly, �p=�xk approxi-mately satis�es a homogeneous Neumann boundary ondition.Using the Green funtion G
 of the domain, the solution of (2.2) takes the form�p�xk (x) = Z
r2 �p�xk (x0)G
(x;x0) dV (x0); (2.3)where x and x0 denote position vetors, and dV the elementary volume. The integralequation of the redistribution term an be derived from (2.1) and (2.3):���ij(x) = Z
	ij(x;x0)G
(x;x0) dV (x0); (2.4)where 	ij(x;x0) denotes the two-point orrelation between the veloity and the Laplaianof the pressure gradient:	ij(x;x0) = �ui(x)r2 �p�xj (x0)� uj(x)r2 �p�xi (x0): (2.5)2.2. The ellipti relaxation equationIn (2.4), the two-point orrelations between the veloity and the Laplaian of the pressuregradient need to be modelled. Durbin (1991) de�ned a orrelation funtion	ij(x;x0) = 	ij(x0;x0)f(x;x0); (2.6)and modelled it by f(x;x0) = exp�� rL� ; (2.7)where r = kx0 � xk and L is the orrelation length sale. This approximation is theorner-stone of the ellipti relaxation model and the validity of (2.7) is the main onernof this paper.In a free spae, using the model (2.7), the redistribution term an be written as���ij(x) = � Z
	ij(x0;x0) exp�� rL�4�r| {z }E(r) dV (x0): (2.8)In this form, ��ij appears as a onvolution produt between 	ij and E(r), whih is thefree-spae Green funtion assoiated with the operator �r2 + 1=L2. Due to (2.6), theone-point orrelation in the integrand is expressed as a funtion of x0. If it were expressedas a funtion of x, the one-point orrelation ould have been taken outside the integral in(2.8), and the non-loal e�et would have been lost or entirely reast into f(x;x0), whihwould then be more diÆult to model. The onvolution integral (2.8) an be inverted,yielding the ellipti relaxation equation:��ij � L2r2��ij = �L2� (uir2 �p�xj + ujr2 �p�xi ): (2.9)In homogeneous situations, the seond term on the left hand side of this equation van-



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 5ishes. Therefore, Durbin (1991) proposed to replae the right hand side by any quasi-homogeneous model �hij , whih leads to the model��ij � L2r2��ij = �hij : (2.10)This method provides a simple way of extending quasi-homogeneous models down to solidboundaries, when appropriate boundary onditions for ��ij are applied (Durbin 1993).3. Presentation of the DNS assessment3.1. Issues to examineThe ellipti relaxation approah is mainly based on the assumption that the orrelationfuntion f(x;x0), de�ned by (2.6), an be modelled by an exponential funtion. Thisapproximation was introdued by Durbin (1991) on an intuitive basis, in order to preservethe non-loal e�et on the redistribution term. However, its validity has never beenheked before, and the shape of 	ij(x;x0) needs to be investigated. The DNS databaseof the hannel ow at Re� = 590 (Moser, Kim & Mansour, 1999) will be used for thispurpose.Another aim of this work is to evaluate the orrelation length sale involved in themodel (2.7) for the orrelation funtion f(x;x0). If the turbulent length sale were usedin the whole ow, sine it goes to zero at solid boundaries, the ellipti operator L2r2would vanish at the wall, introduing a singularity in the di�erential equation. Therefore,Durbin (1991) proposed using the standard turbulent length sale in the main part ofthe ow, and the Kolmogorov length sale in the viinity of the wall, i.e.,L = CLmax C� �3=4"1=4 ; k3=2" ! : (3.1)It is of interest to evaluate preisely the orrelation length sale from the DNS data, inorder to assess the validity of (3.1).The ultimate objetive of this work is to �nd ways to improve the model. As pointedout by Wizman et al. (1996), the ellipti operator does not behave entirely orretly inthe logarithmi layer. Suppose, for instane, that the Isotropisation of Prodution model(Naot, Shavit & Wolfshtein 1973; Launder, Reee & Rodi 1975), denoted heneforth asIP model, and the Rotta (1951) model are used as the rapid and slow parts of the soureterm �hij in (2.10). The redistribution term is then given by��ij � L2r2��ij = �C1 "k �uiuj � 23kÆij�� C2 �Pij � 23PÆij� ; (3.2)where Pij = �uiuk�Uj=�xk � ujuk�Ui=�xk and P = 12Pii. In the logarithmi layer, theReynolds stresses are onstant, and the prodution and the dissipation behave as y�1.Thus, the right hand side in (3.2) behaves as y�1, and the redistribution term is then givenby ��ij � 1:51�hij . This result shows that the ellipti operator leads to an ampli�ation ofthe redistribution. Note that the same ampli�ation ours with any model for �hij .The overestimation of the energy redistribution by the Rotta & IP model in the log-arithmi layer has led a number of modellers to introdue wall eho type terms, follow-ing Gibson & Launder (1978). It would be desirable for the ellipti relaxation equationto ompensate for this shortoming. Some models, suh as the Speziale, Sarkar & Gatski(1991) model, or Craft & Launder (1996) model, orretly reprodue the redistributionin the logarithmi layer. In this ase, it would be preferable that the ellipti relaxationmodel be neutral, produing neither ampli�ation nor redution of the redistribution.



6 R. Maneau, M. Wang and D. LaureneBased on the above onsiderations, Wizman et al. (1996) proposed two new formula-tions of the ellipti relaxation equation. First, they introdued a neutral formulation bytaking L2 in (2.10) inside the Laplaian operator:��ij �r2 �L2��ij� = �hij : (3.3)Seondly, for models that overestimate the redistribution, they proposed��ij � L2r �� 1L2r �L2��ij�� = �hij ; (3.4)whih exhibits the expeted damping. Laurene & Durbin (1994) and Durbin & Laurene(1996) suggested two other neutral formulations, given by��ij �r � �L2r��ij� = �hij ; (3.5)and ��ij � Lr2 �L��ij� = �hij : (3.6)These new formulations have been derived empirially and su�er form a lak of jus-ti�ations, as emphasized by the authors themselves. This work aims, through a DNSanalysis, to provide a more solid basis for deriving suh modi�ations to the model. Theentral idea is that the orrelation funtion f(x;x0) annot be represented by a sim-ple exponential funtion, ontrary to what was assumed by Durbin (1991). Indeed, thepresene of the wall indues a bloking e�et, leading to not only an elongation of theturbulent strutures, but also an asymmetry in the diretion normal to the wall. Flu-tuating quantities are orrelated over a shorter distane in the diretion toward the wallthan away from it. There is plenty of experimental evidene (Hanjali� & Launder 1972;Sabot 1976) of this feature in two-point orrelations between omponents of the utu-ating veloity, and one an reasonably dedue that the two-point orrelations betweenthe utuating veloity and the Laplaian of the pressure gradient behave in a similarmanner. The use of the symmetrial orrelation funtion (2.7) leads to overweightingthe region between the point and the wall, whih may be the reason for the spuriousbehaviour of the ellipti relaxation equation in the logarithmi layer. This issue will beexplored in the present DNS analysis, in order to understand how modi�ations to theellipti relaxation model, suh as those proposed by Wizman et al. (1996), Laurene &Durbin (1994) and Durbin & Laurene (1996), an be derived.3.2. Channel ow database and post-proessingThe orrelation funtion f(x;x0) involves the Laplaian of the pressure gradient, whihontains three spatial derivatives. Therefore, a very aurate DNS database is needed.The hannel ow simulation at Re� = 590 performed by Moser et al. (1999) was hosenbeause of its numerial auray, the large number of available statistial samples, andthe relatively high Reynolds number. This ow was omputed on a grid of 384� 257� 384points in streamwise (x), wall-normal (y) and spanwise (z) diretions, respetively. Theomputational domain is 2�h, 2h and �h in x, y and z, where h denotes the hannel half-width. The simulation ode is based on a spetral method for spatial derivatives (Fourierseries in x and z, and Chebyhev polynomials in y), and a semi-impliit sheme for timeintegration. For statistial averaging, a total of 75 �elds (restart �les) are available, inaddition to the spatial averaging in x- and z-diretions.The two-point orrelations between the utuating veloities and the Laplaian of thepressure gradient are needed for evaluating the orrelation funtion f(x;x0). First, the



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 7Laplaian of the total pressure is evaluated from the veloity �eld,r2ep = �� �eui�xj �euj�xi ; (3.7)where the tilde denotes total quantities, using the same Fourier/Chebyhev spetralmethod as for the DNS. The gradient of this quantity is alulated using Fourier spetralderivatives in x and z, and fourth order �nite di�erenes in y. The one-point and two-point orrelations between this gradient and the total veloity omponents are thenalulated, and orresponding mean quantities are �nally subtrated out in order toobtain orrelations between utuating quantities. The post-proessing omputationsare very time onsuming, sine they involve alulations of two-point orrelations andaveraging over 75 restart �les and x{z planes. As a pratial matter, alulations areperformed at 7 representative y-loations only, for separations restrited to x{y, x{z andy{z planes.4. Results and disussion 4.1. The wall ehoThe wall eho onept originates from the form of the integral equation of the redistri-bution term in a semi-in�nite spae bounded by an in�nite plane (
 = IR� IR+ � IR). Inthis domain, it an easily be shown that the Green funtion isGIR�IR+�IR(x;x0) = � 14�r � 14�r� ; (4.1)where r� = kx0� � xk, x0� being the image of x0 in the plane y = 0. The image termis due to the homogeneous Neumann boundary ondition. Thus, at eah point of thedomain, the pressure utuation is the sum of the utuations generated by the veloity�eld and its reetion in the wall, whih is alled wall eho by analogy with aoustis.This eho is instantaneous, sine the uid is onsidered as inompressible.Sine the paper of Launder, Reee & Rodi (1975), it has been widely aepted inthe turbulene ommunity that this wall eho is responsible for the redution of theamplitude of the energy redistribution between omponents of the Reynolds stress. Inseond moment losures, wall eho terms are frequently inorporated to aount for thisphenomenon, as proposed by Gibson & Launder (1978). These terms have proven to bee�etive for simple ows but are often not well de�ned in omplex geometries.The onlusion that wall eho redues redistribution is, however, inorret. Sine theimage term in the Green funtion appears with the same sign as the prinipal term, itatually indues an ampli�ation of the redistribution.In the ase of a hannel (
 = IR� [0; 1℄� IR), the Green funtion is easily derived aftertaking Fourier transform in homogeneous diretions. However, working in the spetralspae is not relevant in the present study. In order to examine the problem of the walleho e�et in a hannel, an approximate Green funtion is needed.It an be shown (f. appendix A) that the simplest approximation to the Green fun-tion whih is valid down to the wall and aommodates the boundary onditions isG
(x;x0) � H(x;x0), withH(x;x00) = � 14�kx0�1 � xk � 14�kx00 � xk � 14�kx01 � xk ; (4.2)where x0�1 and x01 are the images of x00 in the walls loated at y = 0 and y = 1,respetively.
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Figure 1. Comparison of the three terms in the integrand of (4.3) at y+ = 30 for separationsin y-diretion. (a) Integrand of ��11; (b) Integrand of ��22. prinipal term (n = 0);image term due to the wall at y+ = 0 (n = �1); image term due to the wall at y+ = 1180(n = 1). The vertial oordinate is arbitrarily normalized suh that the maximum of n = �1term is 1.With this approximation, the redistribution term (2.4) an be written as���ij(x) = � 14� Z
	ij(x;x00)� 1kx0�1 � xk + 1kx00 � xk + 1kx01 � xk� dV (x00):(4.3)The three terms in the integrand, alulated from the DNS database, are shown in�gure 1, for the omponents ��11 and ��22. The solid line, representing the prinipal term,has been trunated beause it goes to in�nity at y0 � y = 0. It an be seen that the imageterm arising from the far wall at y+ = 1180 is negligible, but not the term due to the nearwall at y+ = 0. The exat weight of eah term has not been evaluated, sine it involvesintegral of two-point orrelations over separations in all diretions, whih have not beenalulated. Nevertheless, following Bradshaw (1973), the amplitude of eah term an beroughly estimated: the two-point orrelation an be approximated by a onstant insidea sphere of radius L, and zero outside of it. If L=y and y=2h are both small, (4.3) yields���ij(x) = �L22 	ij(x;x)� L3y + 1 + L6h� : (4.4)This result shows that, if the length sale is L = �y, the ratio of the image term (n = �1)to the prinipal term is approximately 14 %. For the seond image term (n = 1), the ratiois 0:07y=h, whih is approximately 0:4 % at y+ = 30. Thus, the �rst image term annotbe negleted, as long as the length sale is of the order of �y. Note that, ontrary toBradshaw (1973), who onluded that the presene of the wall hanges the redistributionterm by �0:14, we an aÆrm that the sign is positive, i.e., the wall eho atually inreasesthe redistribution. Indeed, it an be seen in �gure 1 that the ontribution of the imageterms to the integral is of the same sign as that of the prinipal term. The weight of thenegative exursions of the �rst image term is far too small to hange the sign of the totalontribution of this term.Thus, an interesting and important onlusion an be drawn. The atual wall eho leadsto an ampli�ation of the redistribution, ontrary to the ommon belief. The Gibson &Launder (1978) type terms, whih have been found useful in reproduing the stronganisotropy near walls, have the orret damping e�et, but for the wrong reason. Thisdamping annot be traed to the wall eho e�et, i.e., the appearane of an image termin the Green funtion. Rather, it is aused by the damping of the two-point orrelation



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 9itself, due to the modi�ation of the turbulene by the wall, as a onsequene of the non-loal nature of the redistribution term in the strongly inhomogeneous boundary layer.The suess of Gibson & Launder (1978) type terms lies in the introdution of non-loale�ets through the expliit referene to the wall-distane, and we believe the more reentattempts to replae these terms by highly nonlinear models is not the best route tofollow. Non-loal models, suh as the ellipti relaxation model, appears more suitable foraounting for the inuene of the wall on the turbulene.4.2. Asymmetry in y-diretionIn this setion the shape of the orrelation funtion de�ned by (2.6) is evaluated. Oneproblem that arises is that this funtion should depend on the omponent (i; j). Indeed,a di�erent orrelation funtion an be evaluated for eah omponent of ��ij byf(x;x0) = u�(x)r2 �p�x� (x0) + u�(x)r2 �p�x� (x0)u�(x0)r2 �p�x� (x0) + u�(x0)r2 �p�x� (x0) ; (4.5)without summation over Greek indies. Thus, it is impossible to derive a model for fwhih mathes all the DNS results.In fat, the most general relation between two-point orrelation and one-point orre-lation tensors, if they are assumed to be linearly onneted, is	ij(x;x0) = fijkl(x;x0)	kl(x0;x0): (4.6)In this relation, the fourth order tensor fijkl involves 81 oeÆients, but their numberan be dramatially redued by using symmetry properties, as shown by Naot, Shavit &Wolfshtein (1973). However, this type of relation remains too ompliated for the purposeof aounting for the non-loal e�et. Therefore, a simple salar orrelation funtion isused, keeping in mind that it an only represent approximately the non-loal e�et. Thefollowing results must be interpreted in this sense.The orrelation funtions evaluated from (4.5) are shown in �gure 2. The orrelationfuntions in �gures 2(a) and 2(b) orrespond respetively to ��11 and ��22. Some featureswhih an be seen in this �gures are rather favourable to the ellipti relaxation model:�rst, the orrelation funtions exhibit sharp peaks, whih is onsistent with the use of anexponential funtion to model it; seondly, the orrelation lengths for both omponents11 and 22 evolve in a similar way when the �xed loation moves away from the wall.However, some other features do not agree with the simple model assumptions. First,the peaks in �gure 2(a) are muh broader than these in �gure 2(b), indiating that theorrelation length sale is not the same for all the omponents. Seondly, the orrelationfuntion exhibits negative exursions, at loations lose to the wall for the 11 ompo-nent, and everywhere in the hannel for the 22 omponent. These features, whih arevery similar to those observed in the two-point veloity orrelations in boundary layerexperiments (Grant 1958; Favre, Gaviglio & Dumas 1957; 1958), all into question themodelling of the orrelation funtion by a simple exponential funtion. Nevertheless, asemphasized previously, the model does not intend to represent exatly the two-point or-relations, but only to globally aount for the non-loal e�et. Moreover, it will be shownin the following setions that the orrelation length sale, evaluated as the half-width ofthe peak of the orrelation funtion, is very similar to the integral sale. This indiatesthat the negative exursions do not ontribute signi�antly to the integral, and thus donot strongly inuene the redistribution term.The main feature whih arises from these �gures is that the orrelation funtions do
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Figure 2. Shape of the orrelation funtion alulated from the DNS database at 7 di�erenty-loations: y+ = 4; y+ = 14; y+ = 30; y+ = 80; y+ = 150; y+ = 400; y+ = 590. Separationsin the x- and z-diretions are zero. f(x;x0) is evaluated from (4.5) with: (a) � = � = 1; (b)� = � = 2. For larity, urves have been trunated at large separations.not have symmetrial shapes. It an also be seen that the maxima of the peaks donot generally our at zero separation. As it is de�ned, the orrelation funtion is notrestrited to be smaller than one. Values greater than one an our if the amplitude(rms value) of the utuating veloity varies rapidly with distane to the wall.The main impliation of this asymmetrial shape is that the points x0 loated betweenthe �xed point x and the wall ontribute less to the integral than points x0 toward theore of the ow. Hene, modelling the orrelation funtion by a symmetrial exponentialfuntion leads to overweighting the points toward the wall, thus inreasing the valueof the integral (a formal proof of this an be found in Appendix B). This problem isillustrated by �gure 3, for the 22 omponent. The orrelation funtions alulated fromthe DNS using (4.5), as well as from two models, are shown in �gure 3(a). The �rstone is the original model, i.e., a simple exponential funtion, whereas the seond takesinto aount the gradient of the length sale in order to reprodue the previously notedasymmetry. In �gure 3(b), two-point orrelations obtained by multiplying the one-pointorrelation from the DNS by the modelled orrelation funtion are shown. It an be seenthat, with the original model, points toward the wall are overweighted, whereas with theorreted model, the two-point orrelations are muh better reprodued in this region.The overweighting of the two-point orrelation for separations in the diretion of thewall is thought to be at the origin of the erroneous ampli�ation of the redistribution inthe logarithmi layer noted in x 3.1. As shown in �gure 3(b), introduing a dependeneon the gradient of the length sale in the model to aount for the asymmetry of theorrelation funtion orrets this de�ieny. It will be shown, in x 5.2, that a new formu-lation of the ellipti relaxation funtion an be derived from this extended model and, inx 5.3, that this formulation overomes the shortomings of the original one.



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 11

u 2(x)r2 p; 2(x0 )
0 50 100 150 200 250 300

0

1

2

50 80 110

0

1

y0+
(a)(b)

Figure 3. Two-point orrelation 	DNS22 (x;x0) at y+ = 80 obtained using two di�erent orrelationfuntions. (a) Correlation funtion: 3 fDNS(x;x0); original model f1(x;x0) = exp(�r=L);asymmetrial model f2(x;x0) = exp (�r=(L+ (x0 � x) � rL)). (b) 2 One-point orre-lation 	DNS22 (x0;x0); Æ Two-point orrelation 	DNS22 (x;x0) (=	DNS22 (x0;x0)fDNS(x;x0));Two-point orrelation given by the original model 	22(x;x0) = 	DNS22 (x0;x0)f1(x;x0);Two-point orrelation given by the asymmetrial model 	22(x;x0) = 	DNS22 (x0;x0)f2(x;x0).4.3. AnisotropyThe asymmetry in the diretion normal to the wall, whih has been emphasized in theprevious setion, is not the only anisotropy. The purpose of this setion is to point outthat the orrelation funtion does not possess the same shape for separations in thethree prinipal diretions. This anisotropy is visible in �gures 4 and 5, for orrelationfuntions orresponding to ��11 and ��22, respetively. At loations very lose to the wall(�gures 4a,b and 5a,b), the orrelation funtion is strongly elongated in the streamwisediretion, in partiular for the 22-omponent (�gure 5a,b). This is mainly due to the fatthat, in the y-diretion, the orrelation length sale is onstrained by the presene of thewall (wall-bloking e�et). In �gures 4 and 5, it an be noted that f goes to in�nity atthe wall. For instane, for the 22-omponent, f behaves as y0�2 when x0 approahes thewall. This is a onsequene of its de�nition (4.5): the two-point orrelation only ontainsu2(y), whih is onstant with respet to y0, whereas the one-point orrelation involvesu2(y0), whih behaves as y02.Away from the wall, the orrelation funtion beomes inreasingly isotropi (�gures 4{f and 5{f ). In the enter of the hannel, it is ompletely isotropi for the 11-omponent(�gure 4g), but still slightly elongated in the streamwise diretion for the 22-omponent(�gure 5g). These features are also onspiuous in �gures 6{11. In the �gures (a), (b)and (), the shapes of the orrelation funtions are shown for separations in x{y, x{zand y{z planes, respetively. The iso-orrelation ontours in these planes are shown inthe �gures (d). The elongation of the orrelation funtion, whih is onsistent with thewell-known elongation of turbulent strutures near the wall, learly appears in �gures 6
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Figure 4. Shape of the orrelation funtion de�ned by (4.5) with � = � = 1, evaluated from theDNS data, in the 3 prinipal diretions, at 7 di�erent y-loations. (a) y+ = 4; (b) y+ = 14; ()y+ = 30; (d) y+ = 80; (e) y+ = 150; (f ) y+ = 400; (g) y+ = 590. Separations: x-diretion(�y = �z = 0); y-diretion (�x = �z = 0); z-diretion (�x = �y = 0).f(x;x0 )
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(d) �x �y�zFigure 8. Same as �gure 6 with � = � = 1 at y+ = 30.
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(d) �x �y�zFigure 10. Same as �gure 6 with � = � = 1 at y+ = 150.
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(d) �x �y�zFigure 11. Same as �gure 6 with � = � = 2 at y+ = 150.
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Figure 12. Length sales haraterizing the orrelation funtion orresponding to ��22 evaluatedfrom the urves in �gure 5. (a) Comparison of the length sales in y-diretion:� Left length saleL�e2 ; � Right length sale Le2 ; 3 Central length sale L = 12 (L�e2 + Le2). (b) Comparison ofthe entral length sales in the prinipal diretions: Æ x-diretion; 3 y-diretion; 2 z-diretion.and 7, in partiular for the 22-omponent. It gradually dereases when the �xed point xmoves away from the wall (�gures 8 and 9). Further away from the wall (�gures 10 and11), the elongation in streamwise diretion is almost totally removed, but the asymmetryin y-diretion, emphasized in x 4.2, is visible.The model does not aount for the elongation in streamwise diretion, sine it uses afuntion of r, whih does not distinguish di�erent diretions. This shortoming annot beresponsible for the spurious ampli�ation of the redistribution in the logarithmi layer,pointed out in x 3.1, sine in the ase of a hannel ow, the non-loal e�et does notat in the homogeneous diretions x and z. Nevertheless, in more omplex ows, thisfeature of the orrelation funtion an beome signi�ant. In x 5.1, a new formulation ofthe ellipti relaxation equation will be proposed, allowing the introdution of di�erentlength sales in eah diretions, thus taking into aount the anisotropy of the turbulentstrutures. 4.4. Length salesIt is noted that the funtion exp (�r=L) takes the value 1=e for r = L. Hene, the or-relation length sale an be de�ned by the separation at whih the orrelation funtiontakes this value. Notwithstanding its simpliity, this method provides an evaluation of alength sale Lm, de�ned impliitly byf(x;x+ Lmm) = 1e ; (4.7)in eah diretion m, inluding the inhomogeneous diretion. The drawbak is that thisde�nition only enables the haraterization of the shape of the funtion at moderateseparations and annot aount for more omplex features, suh as negative exursions.Figure 12 shows the di�erent length sales evaluated with this method from theorrelation funtions orresponding to ��22, depited in �gure 5. In �gure 12(a), threelength sales in the y-diretion are ompared: the left length sale, de�ned by (4.7) withm = �e2 (e1,e2 and e3 being the basis vetors in streamwise, wall-normal and span-wise diretions, respetively); the right length sale, de�ned by (4.7) with m = e2, andthe entral length sale, whih is the algebrai mean of the two previous ones, i.e., thehalf-width of the orrelation funtion. It an be noted that the asymmetry, already em-phasized in x 4.2, is rather strong in the main part of the ow. Exept for the peuliar
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y0+Figure 13. Comparison of the di�erent length sale de�nitions for the ��22 omponent, evaluatedfrom the DNS data: 2 Correlation length sale L (entral length sale in �gure 12a), de�nedas the half-width of the orrelation funtion; Æ Æ Integral length sale Lint de�ned by (4.10)with i = j = 2; Turbulent length sale used in the model LT = CLk3=2"�1 (CL = 0:045);Kolmogorov length sale used near the wall in the model LK = C�CL�3=4"�1=4(C� = 80).behaviour at y+ = 14, the asymmetry inreases ontinuously with distane from the walluntil it reahes a maximum, and then dereases in the viinity of the entre. Note thatthe orrelation funtion should be symmetrial at the entre if the data were perfetlystatistially onverged (the data have not been arti�ially symmetrized).In �gure 12(b), the entral length sale in the y-diretion, already plotted in �g-ure 12(a), is ompared to the length sales in the x- and z-diretions. This omparisonprovides a quantitative evaluation of the anisotropy of the orrelation funtion, seen in�gures 4{11, and shows that the anisotropy of ��22 is very important everywhere in thedomain. The three length sales show qualitatively the same variation aross the hannel,exept below y+ = 50, where the streamwise length sale exhibits a sharp spike, orre-sponding to the strong elongation of the iso-orrelation ontours emphasized in x 4.3.Figure 13 shows a omparison between the orrelation length sale, de�ned as thehalf-width of the orrelation funtion (the entral length sale in �gures 12a,b), andthe integral length sale Lint . In order to de�ne the latter, let us introdue the standardorrelation funtion F (f., for instane, Monin & Yaglom 1975) to be used in the integralequation (2.4): 	ij(x;x0) = 	ij(x;x)F(x;x0); (4.8)where, ontrary to (2.6), the one-point orrelation is expressed in x. The one-point or-relation an then be taken outside the integral, whih gives���ij(x) = 	ij(x;x) Z
F(x;x0)H(x;x0) dV (x0): (4.9)



18 R. Maneau, M. Wang and D. LaureneThis formulation suggests the de�nition of the integral length saleL2int (x) = ����Z
 F(x;x0)H(x;x0) dV (x0)���� = ���� ���ij(x)	ij(x;x) ���� ; (4.10)plotted in �gure 13. Also plotted are the length sales used in Durbin's model (3.1),namely the Kolmogorov length sale LK , whih is ative in the viinity of the wall, andthe turbulent length sale LT .The �rst important feature to be noted is that the orrelation length sale is verylose to the integral length sale in the main part of the ow, whih leads to a veryimportant onlusion: the most signi�ant ontribution of the orrelation funtion tothe integral (4.10) is given by its values at moderate separations. Integral properties ofthe orrelation funtion are thus mainly due to the shape near the peak. The omplexfeatures of the orrelation funtion demonstrated in �gures 2 and 4{11, in partiular thenegative exursions, appear to have no signi�ant inuene. The redistribution term ��ij ,whih is given by the integral of the two-point orrelation, an be expeted to dependonly on the shape of the orrelation funtion at moderate separations. Therefore, the useof a simple model funtion, suh as the exponential funtion (2.7), seems to be totallyjusti�ed by �gure 13. However, as mentioned in x 4.2, the asymmetry in the y-diretionis missed by the model (2.7), whih leads, as shown in Appendix B, to the erroneousampli�ation of the redistribution in the logarithmi layer noted in x 3.1. The modelmust be modi�ed, as shown in �gure 3, to aount for this asymmetry, as well as for theanisotropy emphasized in x 4.3. This issue will be disussed in the following setions.In the viinity of the wall, the orrelation length sale L and the integral length saleLint do not have similar behaviours: L approahes a value of 6, whereas Lint dereasesrapidly toward the wall. This behaviour justi�es the use of a lower bound in the model(3.1). The two length sales LT and LK , used in this model, are also plotted in �gure 13.The turbulent length sale LT provides a very satisfatory representation of the integrallength sale throughout the ow, exept near the entre of the hannel. It should benoted that in this region, both ��ij and 	ij are small, and the evaluated integral sale isontaminated by numerial errors. Hene, the strong derease of Lint beyond y+ = 500 isprobably not physial. The urve has been trunated at y+ � 550 to improve the larityof the �gure. Sine in the main part of the ow, the integral length sale Lint and theorrelation length sale L are very lose to eah other, the model LT represents verysatisfatorily the orrelation length sale down to y+ � 100. Below this point, �gure 13shows that the Kolmogorov length sale LK must be used. The point where LT beomessmaller than LK when moving toward the wall is approximately loated where L and Lintdiverge. The loation of this point depends on the oeÆient C� ; in �gure 13, the originaloeÆient C� = 80, hosen to give the experimental value of the orrelation length saleat the wall (Durbin & Laurene 1996), has been used. In order to ompare the shapeof the modelled length sale against the data, the oeÆient CL has been set to 0:045in this �gure. The fat that the length-sale shapes are very similar is an a posteriorijusti�ation for the use of the formulation L = max(LK ; LT ) in Durbin's model.The above results have addressed some important issues about the ellipti relaxationmethod. In partiular, they justify the use of a model for the orrelation funtion whihdoes not aount for the negative exursions. They also on�rm the neessity of boundingthe length sale near the wall by the Kolmogorov length sale. However, it was shown inx 4.2 and 4.3 that modelling the orrelation funtion by a simple isotropi exponentialfuntion is too rude an approximation. This is at the origin of the spurious behaviourin the logarithmi layer. In the following setions, reformulations of the model will beproposed and their behaviour analyzed.
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�+2 (y0+)Figure 14. E�et of the spae transformation on the orrelation funtion: (a) Correlationfuntion in the original spae 
 (same as �gure 2b); (b) Correlation funtion after transformationof y+-axis. See �gure 2 for additional aption.5. Reformulation of the model5.1. Corretion of the inversion errorThe ellipti relaxation equation is derived from the integral equation of the redistributionterm (2.4), whih is transformed into (2.8) by using the model (2.7). Equation (2.8) anbe inverted to give the ellipti relaxation equation if the integral is a onvolution produt,i.e., if the funtion denoted E(r) truly depends only on r, or at most on the separationx0 � x. This is, however, not the ase, sine the length sale depends on the loation.This inversion is valid only if the length sale an be onsidered loally onstant, whihimplies that krLk is muh smaller than unity. Sine the oeÆient CL is hosen suhthat krLk = � = 0:41 in the logarithmi region, the length sale annot be onsideredas a onstant. If (2.9) is meant to be equivalent to (2.8), an inversion error is introdued.In order to avoid this inversion error, it is neessary to treat the variation of L. Aoordinate transformation x 7! �(x) an be introdued, suh that in the transformedspae the length sale is roughly a onstant, and the boundaries of the domain arepreserved: �(
) = 
. In a hannel, it is simply given impliitly by d�2=L� = dy=L(y),i.e., by the integral �2(y) = Z y0 L�L(y0)dy0; (5.1)where L� is a onstant, hosen suh that the domain is globally preserved:L� = 2h Z 2h0 dy0L(y0)!�1 : (5.2)Other diretions an either be kept unhanged (�1(x) = x and �3(x) = z) or be trans-formed aording to the previously noted anisotropy. An example of suh a transforma-tion in a 2-dimensional domain is given in appendix C.



20 R. Maneau, M. Wang and D. LaureneFigure 14 shows how the shape of the orrelation funtion orresponding to ��22 is mod-i�ed by �. It an be seen that, after the transformation, the orrelation length sale isonstant aross the hannel. It an also be seen that the transformation almost ompletelyremoves the asymmetry in the y-diretion. Note that, in this �gure, the transformationof the orrelation is plotted, instead of the orrelation between transformed quantities(the spae transformation and the evaluation of the two-point orrelations are not om-mutable). This approximation is used only in this �gure to illustrate the e�et of � onthe length sale, but not in the subsequent analysis.Let us de�ne the funtions: �i = �p=�xi Æ ��1, wi = ui Æ��1 and �ij = ��ij Æ��1,where Æ denotes the funtion omposition: f Æ g(x) = f(g(x)). Note that these funtionsare de�ned on the same domain 
 as the original quantities �p=�xi, ui and ��ij , sine �maps 
 to itself. Additionally, let gi be the Laplaian of �i, i.e.,gi = �2�i�xk�xk : (5.3)The same method as in x 2 an be applied to derive a new form of the ellipti relaxationequation. First, one an assume that a homogeneous Neumann boundary ondition anbe applied to �k, so that it satis�es the following integral equation (see appendix C fordetails in a 1-dimensional ase):�k(x) = Z
 gk(x0)G
(x;x0) dV (x0): (5.4)In this expression, G
 is the same as in (2.3), sine the Green funtion only depends onthe domain. �ij then satis�es��ij(x) = Z
�ij(x;x0)G
(x;x0)dV (x0); (5.5)where �ij(x;x0) = �wj(x)gi(x0)� wi(x)gj(x0).In a free spae, (5.5) redues to��ij(x) = � Z
�ij(x;x0)dV (x0)4�r : (5.6)The two-point orrelations an then be modelled by�ij(x;x0) = �ij(x0;x0) exp�� rL�� ; (5.7)leading to ��ij(x) = � Z
�ij(x0;x0)exp�� rL��4�r dV (x0): (5.8)Equation (5.8) is similar to (2.8), the main di�erene being that the length sale L� isnow truly a onstant. Thus, (5.8) is a onvolution integral, whih an be inverted withoutintroduing an inversion error:�ij(x)� L2� �2�ij�xk�xk (x) = �L2�� �ij(x;x): (5.9)Introduing the Jaobian matrix of the inverse transformation, A =r��1, the equation



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 21satis�ed by ��ij is ��ij � L2�AklAml �2��ij�xk�xm � L2�Aml �Akl�xm ���ij�xk = �hij : (5.10)In this equation, as in x 2.2, the right hand side has been replaed by a quasi-homogeneousmodel, noting that in homogeneous situations, (5.10) redues to��ij = �hij : (5.11)Now, a matrix of length sales an be introdued by de�ning Aij = Lij=L�, whih yieldsa new form of the ellipti relaxation equation:��ij � LklLml �2��ij�xk�xm � Lml �Lkl�xm ���ij�xk = �hij : (5.12)This new formulation is more ompliated than the original one, but allows for lengthsale anisotropy, whih has been found to be very signi�ant in x 4. As will be shown inx 5.3, it does not exhibit the same spurious behaviour in the logarithmi layer.The remaining issue is the modelling of Lij . The most natural hoie isLij = 32 uiujk L; (5.13)where L is given by the original model (3.1). Another possibility is simplyLij = LÆij ; (5.14)whih neglets the anisotropy but redues signi�antly the omplexity of (5.12), whihbeomes ��ij � L2r2��ij � LrL �r��ij = �hij : (5.15)This formulation only di�ers from the original one by the presene of the third term onthe left hand side. This term aounts for the variations of the length sale. Note that(5.15) an be rewritten as ��ij � Lr � (Lr��ij) = �hij : (5.16)This formulation is lose to those proposed by Wizman et al. (1996), Laurene & Durbin(1994) and Durbin & Laurene (1996), but it will be demonstrated in x 5.3 that it stillexhibits an ampli�ation of the redistribution in the logarithmi layer.5.2. Corretion to the model of the orrelation funtionIn x 4.2, it has been pointed out that the orrelation funtion is strongly asymmetri inthe diretion normal to the wall. Figure 3 shows that using the original model for theorrelation funtion, the two-point orrelation between the �xed point x and the wall isoverestimated. This shortoming an be orreted by taking into aount the gradientof the length sale, thus giving an asymmetri shape to the model for the orrelationfuntion: f(x;x0) = exp� �rL+ �(x0 � x) � rL� ; (5.17)whih has been plotted for � = 1 in �gure 3.Considering the term �(x0 � x) � rL as a small orretion, a Taylor series expansionof (5.17) leads to the expressionf(x;x0) � exp�� rL��1 + � rL2 (x0 � x) � rL� : (5.18)



22 R. Maneau, M. Wang and D. LaureneIf (5.18) is ombined with (2.6) and (2.4), using the free-spae Green funtion, one obtains���ij(x) = � Z
	ij(x0;x0)exp�� rL�4�r dV (x0)| {z }���aij� Z
	ij(x0;x0)� rL2 exp�� rL�4�r (x0 � x) � rL dV (x0)| {z }���bij : (5.19)
In this equation, the �rst term, ��aij , is exatly the redistribution term given by theoriginal model, and satis�es ��aij � L2r2��aij = �L2� gij ; (5.20)where gij(x) � 	ij(x;x). The seond term ��bij an be onsidered as a orretion term.Using a Taylor series expansion of gij(x0) in the viinity of the �xed point x, one obtains���bij (x) = � Z
(x0 � x) � rgij � rL2 (x0 � x) � rL exp�� rL�4�r dV (x0); (5.21)whih gives exatly, in a free spae,���bij = �8�L3rL � rgij : (5.22)Following Durbin (1991), the right hand side of (5.20) an be replaed by any quasi-homogeneous model �hij , whih orresponds to modelling gij by ���hij=L2. There arethen two possible ways to take into aount the orretion term in the model. First, in(5.22), gij an be approximated by ����aij =L2, whih leads to��aij � L2r2��aij = �hij ; (5.23)���bij = 8�LrL � r��aij � 16�(rL)2��aij : (5.24)Thus, (5.23) gives exatly the same solution as the original model, while (5.24) providesan expliit orretion (��ij = ��aij + ��bij ). The seond possibility is to take into aountthe orretion impliitly:(1 + 16�(rL)2)��ij � L2r2��ij � 8�LrL � r��ij = �hij : (5.25)This impliit formulation is probably preferable for stability reasons. In (5.25), the sameterm LrL � r��ij as in (5.15) appears, but with the oeÆient 8�. This shows that thespae transformation introdued in x 5.1 also orrets the asymmetry in the y-diretion,as an be seen in �gure 14.It is worth pointing out that the same type of orretion has been used by Launder &Tselepidakis (1991), in order to take into aount the inhomogeneity of the ow near awall, and thus avoid the use of wall eho orretion terms. Usually, the rapid part of theredistribution term is evaluated as the tensorial produt between a fourth order tensorand the gradient of the mean veloity. Launder & Tselepidakis (1991) proposed to replae



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 23Equation Model  �(2.10) D1 (Durbin 1991) -2 1.51(3.3) W1 (Wizman et al. 1996) 0 1(3.5) L1 (Laurene & Durbin 1994) 0 1(3.6) D2 (Durbin & Laurene 1996) 0 1(3.4) W2 (Wizman et al. 1996) 2 0.75(5.15) M1 (this paper) -1 1.2(5.12) M2 (this paper) �94 �u1u22=k2 + u2u22=k2� 1.06(5.25) M3 (this paper) 2(12� � 1) 0{1.51(5.29) GS (Gibson & Launder 1978) NA 0.67(5.30) GR (Gibson & Launder 1978) NA 0.40(5.26) LT (Launder & Tselepidakis 1991) NA 0.53Table 1. Logarithmi layer analysis of the di�erent formulations of the ellipti relaxationequationthe latter by an e�etive veloity gradient given by�Ul�xm ����e� = �Ul�xm + I ln �ln�xk �2Ul�xk�xm ; (5.26)where I = 0:3, and ln = (k=")(upuqnpnq)1=2 is a salar length sale in the diretion ofoutward normal to the wall. Thus, in (5.15), (5.25) and (5.26), by three di�erent reason-ings, the same type of orretion, of the form LrL � rA, where A denotes either ��ij or�Ul=�xm, has been introdued in order to redue the energy redistribution between theomponents of the Reynolds stress in the logarithmi layer. The e�et of the orretionsproposed in the present paper is investigated in the next setion.5.3. Redistribution redution in the logarithmi layerIn x 3.1, it has been shown that, irrespetive of the quasi-homogeneous model, the originalformulation gives an ampli�ation of the redistribution in the logarithmi layer. In fat,no matter what formulation of the ellipti relaxation equation is onsidered, the sameanalysis leads to an expression of the form��ij = ��hij ; (5.27)where � = 11 + C2LC�3=2� �2 ; (5.28)thus relating the redistribution term given by the ellipti relaxation model to its un-derlying quasi-homogeneous model. This analysis is based on the logarithmi layer as-sumptions: �hij = Ah=y, k = u� 2=C1=2� and " = u3�=�y, where Ah is a onstant and u�denotes the frition veloity. In (5.27), ��ij is not the exat solution of the di�erentialequation, but only a partiular solution in the logarithmi layer (no boundary ondi-tions are onsidered). The ampli�ation fator � haraterizes the e�et of the elliptirelaxation equation in this region.The oeÆient  in (5.28) depends on the formulation of the ellipti relaxation equa-



24 R. Maneau, M. Wang and D. Laurenetion. It is given in table 1, along with an estimation of the ampli�ation fator �. Thelength sale L used in the alulations is given by (3.1) for all the formulations. Noalternative de�nition of L is needed in the new formulations M1, M2 and M3, sinethey expliitly involve the gradient of L to aount for inhomogeneity. The oeÆientCL is hosen suh that the length sale is L = �y in the logarithmi layer: CL = C3=4� .In the ase of the fully anisotropi model M2, the anisotropies aij = uiuj=k � 23Æij inthe logarithmi layer are required, sine they enter the anisotropi length sale (5.13).The following logarithmi layer values have been used: a12 = �0:30; a22 = �0:42. In thease of model M3, , and hene �, are funtions of the oeÆient �. As � varies from 0(original model D1) to 1, � varies from 1:51 to 0. Note that the expliit version of M3,given by (5.23) and (5.24), has the same behaviour as M3 to the �rst order.It an be seen in the table that the new models M1, M2 and M3, whih are derived fromtheoretial onsiderations, unlike the ad ho models W1, L1, D2 and W2, have variousbehaviours. The �rst one, M1, whih attempts to limit the inversion error (x 5.1) butdoes not aount for the anisotropy of the length sale, indues an ampli�ation of theredistribution. The fator �M1 is lower than �D1, sine the term �LrL � r��ij , whihdistinguishes M1 from D1, moves in the right diretion. However, it is not suÆientlylarge to remove all the ampli�ation due to the term L2r2��ij . When the length saleanisotropy is taken into aount (M2), the ampli�ation fator falls to �M2 = 1:06. Thus,model M2 an be referred to as a quasi-neutral model. In model M3, � an be hosento give any ampli�ation fator between 0 and 1:51. The presene of the oeÆient �enables adjustment of the weights of the terms �LrL � r��ij and (rL)2��ij . By hoosing� = 112 , the model beomes neutral (� = 1).The ampli�ation fators for the 22-omponents of the slow and rapid parts of theGibson & Launder (1978) model are shown in table 1 for omparison. The slow part ofthe wall eho terms is given by�wSij = C 01 "k �ukumnknmÆij � 32ukuinknj � 32ukujnkni� f � LTniri� ; (5.29)where C 01 = 0:5. The rapid part is�wRij = C 02 ��kmnknmÆij � 32�iknknj � 32�jknkni� f � LTniri� ; (5.30)where C 02 = 0:3. The ampli�ation fator for the formulation (5.26) proposed by Laun-der & Tselepidakis (1991), used with the linear IP model, is also shown.This simple analysis of the logarithmi layer shows that modi�ations of the elliptirelaxation equation an overome the de�ienies of the original model. The formulationto be hosen depends on the quasi-homogeneous model used as the soure term. Themost natural hoie is to use a model whih predits orretly the redistribution in thelogarithmi layer, suh as the Speziale, Sarkar & Gatski (1991) model (see, e.g., Demuren& Sarkar 1993; Had�zi� 1999; Maneau 1999), together with a neutral formulation of theellipti relaxation equation, M2 or M3 with � = 112 . Less elaborate models, suh as theRotta & IP model, whih overestimates the redistribution in the logarithmi layer, shouldbe used with a formulation like the M3 model, with a oeÆient � larger than 112 , withoutany wall eho orretion terms.Sine these new formulations of the ellipti relaxation equation have ampli�ation fa-tors lose to those previously proposed by Wizman et al. (1996), Laurene & Durbin(1994) and Durbin & Laurene (1996), they are expeted to give similar results in prati-



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 25al appliations. It was noted, in x 3.1, that the formulations W1, L1, D2 and W2 su�erfrom a lak of justi�ation, and aordingly, the new formulations should be preferred.Further a priori tests and atual omputations using the new formulation M3 havebeen performed reently. The results, disussed in detail elsewhere (Maneau & Hanjali�2000), demonstrate that an overall bene�t is obtained by using the modi�ed form of theellipti relaxation equation in a hannel ow. The a priori tests show that when theRotta & IP model is used as the soure term of the ellipti relaxation equation, the M3model, with the oeÆient � hosen to obtain a redution of the redistribution in thelogarithmi layer, orrets the overestimation due to the Rotta & IP model as expeted.The results are omparable to those obtained from the redistribution-reduing modelW2. If the SSG model (Speziale et al. 1991), whih orretly predits the redistributionin the logarithmi layer, is used as the soure term, the M3 model gives results similar tothose from the neutral W1 model. Both models are shown to be preferable to the original(D1) model.Consequently, the optimal ombinations of the SSG model (as soure term) with theneutral ellipti relaxation formulations W1 and M3, respetively, are implemented in aReynolds stress model and tested in full omputations of a hannel ow (Maneau &Hanjali� 2000). The results given by the two forms W1 and M3 are nearly indistinguish-able. The use of these neutral formulations improves, in the bu�er and logarithmi layers,the predition of the mean veloity pro�le, whih is underpredited by the original elliptirelaxation model. Moreover, the anisotropy, and in partiular the peak of u2, are betteraptured by these models.Maneau & Hanjali� (2000) further show that, in the framework of the v2{f model(Durbin 1991), the two neutral models (W1 and M3 with � = 112 ) as well as a redistribu-tion-reduing model (M3 with � = 16 ) are apable of orreting the overestimation of themean veloity by the original formulation, without adversely a�eting the predition ofthe turbulent kineti energy.6. ConlusionsThe ellipti relaxation method is a promising way to model orretly the redistributionterm down to solid boundaries. It an be expeted to be somewhat universal, sine it isbased on theoretial grounds. However, some of the modelling assumptions an be alledinto question, and the behaviour of the original model is not entirely satisfatory in thelogarithmi layer. The DNS database of a hannel ow at Re� = 590 (Moser et al. 1999)has been analyzed in order to understand the reasons for this spurious behaviour and toexamine a number of open issues. Several onlusions an be drawn:� The use of an exponential form to model the orrelation funtion between the veloityand the Laplaian of the pressure gradient is onsistent with the data. In partiular,the oinidene of the integral sale and the half width of the orrelation funtion formoderate separations shows that the orrelation funtion shape for large separations doesnot have a signi�ant inuene on the redistribution term.� The presene of a solid boundary indues a strong anisotropy of the turbulent stru-tures, and in partiular a signi�ant asymmetry in the wall-normal diretion. This featureis not aounted for by the simple isotropi orrelation funtion used in Durbin's model.This weakness is at the origin of the erroneous ampli�ation of the redistribution ofenergy between the omponents of the Reynolds stress observed in the logarithmi layer.� The modelling of the orrelation length sale by the turbulent length sale boundednear the wall by the Kolmogorov length sale is well orroborated by the DNS data.� The wall eho e�et, whih orresponds to the appearane of image terms in the



26 R. Maneau, M. Wang and D. LaureneGreen funtion, inreases the redistribution of energy, ontrary to the ommon belief.Aordingly, it annot be onsidered responsible for the observed damping in the loga-rithmi layer.This study shows that the ellipti relaxation model, �rst derived intuitively by Durbin(1991), is based on assumptions relatively onsistent with the DNS database. Even thoughthe model is too simple to represent exatly the two-point orrelations involved in theintegral equation of the redistribution term, it reprodues the important non-loal e�etwhih annot be aounted for by any algebrai model.Based on the physial insights gained through the present DNS analysis, modi�ationsof the model have been proposed in order to aount for the inhomogeneity and anisotropye�ets. The �rst modi�ation is based on the observation that the length sale in theellipti relaxation equation annot be onsidered loally as onstant. A new formulationof this equation, whih aounts for this feature, inludes the e�et of the anisotropy ofturbulene through a rather ompliated tensorial expression. In the seond modi�ation,an asymmetri orrelation funtion is introdued, by using the gradient of the length saleto identify the diretion of inhomogeneity. This results in a seond new formulation ofthe ellipti relaxation equation, involving fewer terms than the �rst one.Both new formulations do not exhibit the same ampli�ation of the redistribution inthe logarithmi layer as the original one. The �rst one an be referred to as quasi-neutralsine its ampli�ation fator is only � = 1:06, ompared to � = 1:51 for the originalformulation. The seond formulation an be neutral or exhibit a redution, depending onthe oeÆient � whih ontrols the sensitivity of the orrelation funtion to the lengthsale gradient. Thus, either one of the formulations an be hosen, depending on thequasi-homogeneous model used as the soure term and whether or not its behaviourin the logarithmi layer needs orretion. The new formulations are similar to thoseproposed by Wizman et al. (1996), Laurene & Durbin (1994) and Durbin & Laurene(1996), but have the advantage of being based on rigorous theoretial grounds.Further studies, inluding a priori tests and omputations in a hannel ow usingnew formulations, have been onduted (Maneau & Hanjali� 2000). It has been shownthat modifying the ellipti operator aording to (5.25) indeed improves, in the logarith-mi region, the mean veloity pro�le and the turbulent quantities predited by Durbin'sReynolds stress model as well as by the v2{f model. In future studies, the new formula-tions will be tested and alibrated in more anonial test ases, in order to be ultimatelyappliable to omplex engineering ows.The authors gratefully aknowledge Paul Durbin and Joel Ferziger for the valuableomments on a draft of this manusript, and William Cabot, Javier Jimenez and RobertMoser for assistane with the DNS database and useful disussions. R. M. aknowledgesthe hospitality of the Center for Turbulene Researh during the 1998 summer researhprogram. M. W. aknowledges support by the U.S. OÆe of Naval Researh under GrantN00014-95-1-0221.Appendix A. Approximation of the Green funtion in a hannelThe purpose of this appendix is to derive an approximate Green funtion in a hannelthat is suÆient to preserve the orret features of the solution of a Neumann problem,and in partiular its boundary onditions.Let us onsider the hannel C0 = IR� [0; 1℄� IR shown in �gure 15, bounded by twoin�nite planes P0 and P1 loated in y = 0 and y = 1, respetively. In this domain, the
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Figure 15. Sketh of the hannel C0 = IR� [0; 1℄� IR and its images C�1 and C1problem to be solved is 8<: r2f = g;�f�n = 0 on �C0 = P0 [ P1; (A 1)where n is the outgoing unit vetor normal to the wall. The general solution of thisNeumann problem is given byf(x) = � ZC0 g(x0)4�kx0 � xk dV (x0)� Z�C0 f(x0) ��n0 � 14�kx0 � xk� dS(x0): (A 2)If the Green funtion of the hannel, whih satis�es the Neumann boundary onditionon P0 and P1, is used, the surfae integral vanishes, leading tof(x) = ZC0 g(x0)GC0 (x;x0) dV (x0): (A 3)Unfortunately, no simple analytial expression of GC0 exists exept in the (kx; kz) wave-number spae. Therefore, it is neessary to derive an approximated form of the Greenfuntion in the physial spae.We denote H(x;x0) as the approximate Green funtion whih renders the surfae termin (A 2) negligibly small. Chou (1945) proposed to let H = GIR3 , the free-spae Greenfuntion, but noted that it is only valid far from solid boundaries.Let us onsider the image hannels C�1 and C1 shown in �gure (15), whih are sym-metrial to C0 with respet to P0 and P1, respetively. The \even" extension ~g of gan be de�ned by ~g(x00) = ~g(x0�1) = ~g(x01) = g(x00) for eah point x00 of the hannelC0, where the points x0�1 and x01 are symmetrial to x00 with respet to P0 and P1,respetively.Then, ~f , the extension of f , is a solution of a Neumann problem in C�1 [ C0 [ C1:8<: r2 ~f = ~g;� ~f�n = 0 on P�1 [ P2: (A 4)



28 R. Maneau, M. Wang and D. LaureneThe solution an be expressed as~f(x) = � ZC�1[C0[C1 ~g(x0)4�kx0 � xk dV (x0)� ZP2 ��y0 � 14�kx0 � xk� ~f(x0) dS(x0) + ZP�1 ��y0 � 14�kx0 � xk� ~f(x0) dS(x0):(A 5)By splitting the volume integral in (A 5) into integrals on C�1, C0 and C1, adding andsubtrating surfae integrals on P0 and P1 and using the identities ~f(x0�1) = ~f(x01) =f(x00) and ~g(x0�1) = ~g(x01) = g(x00), it an be easily shown that:f(x) = ZC0 g(x00)�� 14�kx0�1 � xk � 14�kx00 � xk � 14�kx01 � xk�| {z }H(x;x00) dV (x00)+ Z�C0 f(x00) ��n0 �� 14�kx0�1 � xk � 14�kx00 � xk � 14�kx01 � xk� dS(x00): (A 6)The surfae integral in this expression an now be negleted. Indeed, the derivative ofH(x;x00) is��n0H(x;x00) = � (x0�1 � x) � n04�kx0�1 � xk3 + (x00 � x) � n04�kx00 � xk3 � (x01 � x) � n04�kx01 � xk3 : (A 7)On P0, sine x0�1 = x00, the sum of the �rst two terms is zero and the surfae integralonly involves the ontribution of the image x01. To estimate its magnitude, we hoosea funtion f suh that f(x; 0; z) = f0 �(x; z), where �(x; z) = 1 for x2 + z2 6 R2 and 0elsewhere. The ontribution fP0 of the surfae integral on P0 isfP0 = 12f0�1� 2� y(R2 + (2� y)2)1=2� ; (A 8)whih takes the value fP0 = f0�12 � 1(R2 + 22)1=2� (A 9)at y = 0. This value an be very small, depending on R.In the ase of the redistribution term, the two-point orrelation ui(x)�p=�xj(x0) +uj(x)�p=�xi(x0) in the surfae term an be approximated by�ui(x) �p�xj (x) + uj(x) �p�xi (x)� �(x0 � x; z0 � z): (A 10)The radius R de�ning � is the non-dimensional orrelation length sale L=2h, where h isthe half-width of the hannel. If the ��22 omponent is onsidered, the orrelation lengthsale at the wall, evaluated from DNS data, is at most L+ = 25 (in the streamwisediretion), as an be seen in �gure 12. With this value, R � 0:02. The Taylor seriesexpansion with respet to R of the surfae ontribution fP0 = ��ijP0 , given by (A 9),leads to ��ijP0 � L264h2��ij � 3� 10�5��ij : (A 11)This result shows that the present approximation of the Green funtion is muh better



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 29than GIR3 , whih gives a fator of 0:5. Moreover, the boundary ondition of f at the wallwill be muh more orretly imposed with this approximation.One ould think that by the same argument, adding more and more image terms wouldlead to the vanishing of the surfae integral and that the Green funtion of the hannel isexatly the sum of an in�nity of image terms. Unfortunately, this sum is not onvergentso the exat Green funtion annot be derived this way.Appendix B. Consequene of symmetrizing the orrelation funtionThe purpose of this appendix is to provide a formal proof that the value of the inte-gral (the redistribution term in our ase) is inreased when the orrelation funtion issymmetrized.Let us de�ne funtions g(x) (orresponding to 	(x;x) in this paper) and h(x;x0)(f(x;x0)G
(x;x0) in this paper), and the integralI(x) = Z
 g(x0)h(x;x0)dV (x0) (B 1)whih orresponds to ��ij(x). If x and z are the homogeneous diretions, h(x;x0) =h(x0 � x; y; y0; z0 � z) and g(x) = g(y). The integral I(x) then redues toI(y) = Zy g(y0)H(y; y0)dy0; (B 2)where H(y; y0) = Rx Rz h(x0 � x; y; y0; z0 � z) dx0 dz0.Two assumptions, onsistent with the behaviour of the orrelation funtions in thispaper, are used in the following derivation: H(y; y0) dereases faster when y0 < y thanwhen y0 > y (H(y; y + s) > H(y; y � s) for s > 0), and g(y) dereases when y inreases.Let us now de�ne H�(y; y0) by symmetrizing H(y; y0):H�(y; y + s) = H(y; y � s) +H(y; y + s)2 (B 3)for all s. The integral I�(y) is simply de�ned by replaing H(y; y0) by H�(y; y0) in (B2).The objetive now is to show that I�(y)� I(y) > 0.The funtion I�(y) an be split into its left and right parts:I�(y) = Zs>0 [g(y � s)H�(y; y � s) + g(y + s)H�(y; y + s)℄ ds: (B 4)Using the de�nition of H�(y; y0), this an be written asI�(y) = Zs>0 [g(y � s) + g(y + s)℄ H(y; y � s) +H(y; y + s)2 ds: (B 5)On the other hand, I(y) an be split into left and right parts as well:I(y) = Zs>0 [g(y � s)H(y; y � s) + g(y + s)H(y; y + s)℄ ds; (B 6)and thus, a ombination of (B 5) and (B 6) yields:I�(y)� I(y) = 12 Zs>0 [g(y � s)� g(y + s)℄ [H(y; y + s)�H(y; y � s)℄ ds: (B 7)Based on the assumptions about g(y) and H(y; y0) made earlier, both terms in the squarebrakets are positives and, aordingly, I�(y)� I(y) > 0.
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Figure 16. Example of mapping a [0; 1℄� [0; 1℄ domain to itself. Lines drawn in �gure (b)orrespond to those in �gure (a).Thus, the replaement of the orrelation funtion by a symmetrial funtion inreasesthe redistribution term.Appendix C. Examples of spae transformationsThe spae transformation used in x 5.1 is diÆult to visualize in omplex geometries.Furthermore, it is not straightforward to understand its use to solve a di�erential equa-tion, for instane a Neumann problem, in a 3-dimensional geometry. This appendix aimsto larify these issues, by examples in 1- or 2-dimensional domains.Figure 16 shows an example of suh a transformation � in the domain [0; 1℄� [0; 1℄.The transformation is de�ned by:8>><>>: �1(x; y) = sin1=2 h�2 (0:05 + 0:9y)xi = sin1=2 h�2 (0:05 + 0:9y)i ;�2(x; y) = sin2 h�2 (0:95� 0:9x)yi = sin2 h�2 (0:95� 0:9x)i : (C 1)This example may appear quite ompliated, but it was hosen in suh a way that thedistortion of the domain is quite severe. This �gure shows that the boundaries of thedomain an be preserved even when no point of the domain is invariant, exept for theorners.However, the Green funtion of the domain [0; 1℄� [0; 1℄ an only be obtained byapplying a Fourier series expansion in one diretion, whih inreases signi�antly theomplexity of the analyti development. Therefore, in the remainder of this appendix,we will onsider the ase of a 1-dimensional Dirihlet problem:8>>><>>>: r2f(x) = g(x) = x;f(0) = 1;f(1) = 0: (C 2)The Green funtion for the Dirihlet problem is8<:G(x; x0)=(x �1)x0 for x0 < x;G(x; x0)=(x0�1)x for x < x0: (C 3)



Inhomogeneity and anisotropy e�ets on the redistribution term 31The solution of (C 2) is then given byf(x) = Z x0 (x� 1)x02dx0 + Z 1x x(x0 � 1)x0dx0 + 1� x; (C 4)and, �nally, f(x) = x36 � 76x+ 1: (C 5)The above is the diret way of solving (C 2) by means of the Green funtion (obviouslynot the simplest way to solve this problem). The problem an also be solved by intro-duing �rst a spae transformation �. For instane, let us onsider the transformation� : 8<: [0; 1℄ �! [0; 1℄x 7�! x1=2: (C 6)and the funtions ' = f Æ ��1 and � = �2'=�x2. Now, �, the Laplaian of ', an beexpressed as: �(x) = ��2f�x2 Æ ��1�����1�x �2 +��f�x Æ ��1���2��1�x2 � ; (C 7)whih yields �(x) = 5x4 � 73 : (C 8)The funtion ' is then the solution of the Dirihlet problem in [0; 1℄:8>>><>>>: r2'(x) = �(x) = 5x4 � 73 ;'(0) = 1;'(1) = 0: (C 9)Sine the domain has been preserved, the Green funtion is the same, and the solutionof (C 9) is'(x) = Z x0 (x� 1)x0(5x04 � 73)dx0 + Z 1x x(x0 � 1)(5x04 � 73)dx0 + 1� x; (C 10)whih leads to '(x) = x66 � 76x2 + 1: (C 11)Finally, one an return to the original spae using f = ' Æ �, whih yields (C 5) again.This simple example shows how the funtions are transformed and how one an obtainthe same result by working in the transformed spae. In priniple, this method an beextended to multi-dimensional spaes. In omplex geometries the method is obviouslystill valid, but the Green funtion annot be determined analytially.REFERENCESBehnia, M., Parneix, S. & Durbin, P. 1998 Predition of heat transfer in a jet impinging ona at plate. Intl J. Heat Mass Transfer 41, 1845{1855.Bradshaw, P. 1973 The strategy of alulation methods for omplex turbulent ows. Rep. 73-05,Dept of Aero., Imperial College, London.
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1Computations of turbulent ows using the V2F model in a �nite elementcodeR. Manceau and S. Parneix�Laboratoire National d'Hydraulique, Electricit�e de France,6 quai Watier, BP 49, 78 401 Chatou, FranceThe V2F model has been implemented and used for the �rst time in an industrial �niteelement code, N3S, developed at the LNH. The implementation has been validated on thechannel ow at Re� = 395 and the backward-facing step at Re = 5; 100. Very satisfactoryresults have been obtained for the test case, proposed at the 7th ERCOFTAC/IARHworkshop, of the ribbed-channel ow at ReH = 37; 200 and heat transfer at ReH = 12; 600.In particular, the present V2F model yielded very accurate predictions for the Nusseltnumber distribution.1. IntroductionIn industrial applications, turbulence modelers must conciliate two constraints: compu-tational e�ciency and solution accuracy. In the past, since the computational resourceswere very limited, wall functions were widely used. Unfortunately, there is a lack of ac-curacy for wall heat transfer applications, actually one of the most important quantity innuclear engineering. Thus, in order to improve numerical predictions, turbulence modelsvalid down to the wall are requested.The standard way to extend high-Reynolds models is to use so-called \damping func-tions" in order to reproduce the inuence of the molecular viscosity and the wall-blockinge�ect on the mean quantities of the ow. This kind of approach has been widely used sinceit was introduced by Jones and Launder [1], though these functions are mainly derivedfrom experimental or DNS results and are not based on theoretical grounds. Moreover,from a numerical point of view, they introduce dangerous non-linearities and lead tonumerical instabilities for complex con�gurations.To avoid this type of problems, Durbin [2] introduced an elliptic relaxation method,which allows the derivation of low-Reynolds models from all high-Reynolds models. Thisapproach, shortly presented in the �rst section, is related to a theoretical analysis. Thesimplest model which can be derived with such a technique is the V2F model; it has beensuccessfully applied in a number of di�erent cases, including heat transfer cases [3{7].It seems therefore to show a good compromise for engineering applications where low-Reynolds models, implying �ne meshes, can be used. It is indeed simpler than fullReynolds stress models and very e�cient.�Present address: Heat Transfer, ABB Corporate Research Ltd., CH-5405 Baden-D�attwil, Switzerland



2 The distinctive feature of this work is the use of a �nite element code, N3S, whereasprevious V2F computations used �nite di�erence or �nite volume codes. The secondsection of this paper presents the implementation of the model, in particular how theboundary conditions are handled, as well as validation cases.The third section describes the test case of a 2-D periodic ribbed-channel, which wasproposed at the 7th ERCOFTAC/IARH workshop in Manchester [8]. A 2-D unstructuredtriangular mesh has been generated for this purpose. For this case, two sets of experi-ments are available: the �rst one, with ow measurements, from Drain & Martin [9], atReH = 37; 200; the second one, with heat ux measurements on the ribbed-wall, fromLiou et al. [10], at ReH = 12; 600. Both cases were computed separately. Results showedthat the V2F model accurately predicts mean ow properties. In particular, the predictionof the Nusselt number distribution is very satisfactory.2. The V2F modelThe standard way to develop low-Reynolds versions of eddy-viscosity models is to intro-duce a damping function in the Prandtl-Kolmogorov formula, such that the eddy-viscositywill match experimental data. To avoid this ad hoc modi�cation, Durbin [2] introduces avelocity scale called v2 in order to naturally damp the eddy-viscosity �t = C�v2T , whereT is the time scale (evaluated in a classical way as k=", but bounded by the Kolmogorovtime scale to avoid singularities in the "-equation; note the latter is not acting as a dam-ping function, it's active only in the laminar sublayer, below y+ � 5, where the molecularviscosity becomes dominant). An additional transport equation is solved for the velocityscale v2, directly derived from the equation of the Reynolds stress v2 in a channel. Inorder to preserve the non-local e�ect in this equation, the pressure term is modeled by�22 = kf , where f satis�es the following Yukawa equation:f � L2r2f = 1k�h22 (1)In this equation, the slow and rapid part of the source term �h22 are respectively given byRotta and IP models.The dissipation in the transport equation for v2 is modeled by supposing that "22�"=kv2also follows an elliptic relaxation equation. The di�erence between "22 and "=k v2 hasbeen included in the term kf and hence, the source term 1=k �"=k v2 � 2=3 "� is addedin equation (1). The total dissipation becomes isotropic far from the wall.f � L2r2f = 1k  �h22 + v2k "� 23"! (2)The use of the elliptic equation (2) allows the integration of the model down to solidboundaries, since v2 and the eddy-viscosity are correctly damped, when the appropriateboundary condition for f is provided (Durbin [2]):f = �20 �2 v2" y4 (3)The resulting model, called V2F, consist in the following equations:



3� Equations:DtU = �rp+r � � (� + �t)(rU +rtU) � (4)Dtk = P � "+r � ((� + �t)rk) (5)Dt" = C 0"1P � C"2"T +r � �(� + �t�" )r"� (6)Dtv2 = k f � v2k "+r � �(� + �t)rv2� (7)f � L2r2f = (C1 � 1)(2=3 � v2=k)T + C2Pk (8)�t = C�v2T ; P = 2�tSijSij (9)� Length and time scales:L = CLmax0@k3=2" ; C�  �3" !1=41A ; T = max k" ; 6��"�1=2! (10)� Coe�cients: C 0"1 = 1:4�1 + 0:045qk=v2�C� = 0:22 ; C1 = 1:4 ; C2 = 0:3 ; C"2 = 1:9 ; �" = 1:3 ; CL = 0:25 ; C� = 85:0 (11)� Boundary conditions at walls:Ui = 0 ; k = 0 ; v2 = 0 ; " = 2�ky2 ; f = �20 �2 v2" y4 (12)This model was successfully tested in a lot of di�erent situations:� Flows with adverse pressure gradient: backward-facing step and Obi et al. separateddi�user [3];� Flows around blu� bodies with deterministic unsteadiness: vortex shedding behind atriangular cylinder (ame holder) [3];� 3-D boundary layers: wall-mounted swept bump at 45 degrees and square cross-sectionU-bend duct with strong curvature [4];� 3-D ows with horse-shoe vortex: appendage-body junction [4];� Aerodynamic ows: high-lift aerofoil and prolate spheroid [5];� Impinging ow heat transfer: axisymmetric jet impinging on a ate plate [6] and on aheated pedestal [7].The model proved to reproduce accurately the near-wall turbulence and appeared tobe very e�cient in predicting heat transfer. Therefore, it has been chosen to be used inthe industrial code N3S, as presented in the next section. The last part of this work isconcerned with the test of the model in a relevant case for turbine cooling, namely theperiodic ribbed channel ow.
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9transfer computations.The turbulent uxes are modeled by a turbulent di�usivity hypothesis:ui� = ��t�t @T@xi (14)with the turbulent Prandtl number given by the Kays & Crawford [13] correlation�t = 10:5882 + 0:228(�t=�) � 0:0441(�t=�)2[1� exp(�5:165=(�t=�))] (15)Results are shown in Fig. 10. The Nusselt numbers obtained using di�erent boundaryconditions are almost exactly the same on the lower wall. They are di�erent only on the ribwalls and very close to its lower corners. Since the way the experimental Nusselt numberhas been calculated on the rib walls is not clear, only the results on the lower wall of thechannel are relevant. It is even so interesting to notice that for the coupled resolution, theheat ux through the downstream wall of the rib is negative. This phenomenon is dueto the fact that the upstream upper corner is cooled by the ow, whereas the very lowvelocity just downstream of the rib leads to a heat accumulation. Therefore, the heat isconducted through the rib from the downstream lower corner up to the upstream uppercorner.The results on the lower wall of the channel are excellent in the �rst half of the wall bet-ween two ribs, whereas in the second half, the Nusselt number is slightly under-predicted.However the results are very close to the experiment. This is a con�rmation that the V2Fis a very e�cient and predictive model for heat transfer problems.5. ConclusionThis paper has presented the application of the elliptic relaxation approach to the eddy-viscosity concept, leading to the V2F model. The main contribution of this work has beento test the possibility to implement this model in a �nite element code in an industrialcontext. The most questionable point was the use of a �nite di�erence approximationto handle the coupled boundary conditions. This approach has been found to be totallysuccessfull and validated for the channel ow at Re� = 395 and the backward-facing stepat Re = 5; 100.The model has been applied to the 2-D test case of the periodic ribbed-channel atRe = 37; 200 without heat transfer and at Re = 12; 600 with heat transfer. In both cases,the results are excellent, especially in the second case concerning the Nusselt numberprediction.In the context of nuclear engineering, the success of the implementation of the V2Fmodel in a �nite element code, allowing computations of complex geometries with un-structured meshes, and its ability to predict correctly the Nusselt number, is an impor-tant result. Heat transfer is indeed one of the most important phenomenon to take intoaccount in nuclear power stations and the V2F model emerges as a very good compro-mise between the simplicity imposed by the cost limitation and the accuracy needed toreproduce the physics.
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R�esum�eLa th�ese a pour but la prise en ompte, dans les mod�eles en un point, des e�ets induits par lesparois solides sur la turbulene. L'importane des arat�eristiques de la turbulene en dessous de la zonelogarithmique, notamment pour la pr�edition des �ehanges thermiques uide{solide, onduit �a utiliserdes mod�eles int�egrables jusqu'�a la paroi.Les mod�eles bas-Reynolds lassiques, d�eriv�es de mod�eles haut-Reynolds, sou�rent de d�efauts inh�erents�a l'utilisation, pour le terme de redistribution, des hypoth�eses de quasi-homog�en�eit�e et de loalit�e. Unealternative �a es mod�eles, fond�ee sur des hypoth�eses plus oh�erentes, propos�ee par Durbin, onsiste �ar�esoudre pour le terme de redistribution une �equation di��erentielle, dite de relaxation elliptique. Leshypoth�eses de base de la m�ethode, permettant de mod�eliser les orr�elations en deux points entre lavitesse et le gradient de pression, ayant �et�e introduites de mani�ere intuitive, une analyse en d�etail de esorr�elations a �et�e men�ee �a partir d'une base de donn�ees de simulation direte en anal. Il a �et�e montr�eque les hypoth�eses sont globalement oh�erentes ave les donn�ees, mais peuvent n�eanmoins être modi��eespour rendre ompte de l'inhomog�en�eit�e et de l'anisotropie. De nouvelles formulations de l'�equation derelaxation elliptique en r�esultent, dont le omportement dans la zone logarithmique est meilleur que eluide la formulation d'origine.La version r�eduite �a trois �equations de transport du mod�ele de Durbin, le mod�ele v2{f (ou k{"{v2),a �et�e implant�e dans le ode industriel aux �el�ements �nis N3S d�evelopp�e �a EDF, utilisant des maillagesnon-strutur�es. Une validation a �et�e r�ealis�ee sur des as de anal et de marhe desendante, puis lemod�ele a �et�e appliqu�e au as du anal, dont une des parois, hau��ee, est garnie de ribs pour augmenterles �ehanges thermiques. La qualit�e des r�esultats obtenus, notamment pour le nombre de Nusselt, montrel'int�erêt de e mod�ele pour les appliations industrielles.Mots l�es : �eoulements de prohe paroi ; mod�elisation de la turbulene ; moyennes de Reynolds ; bas-Reynolds ; e�et non-loal ; bloage ; sous-ouhe visqueuse ; redistribution ; relaxation elliptique ; analysede donn�ees de simulation direte ; maillages non-strutur�es ; anal ; marhe desendante ; ribs ; transfertsthermiques. AbstratTurbulene modelling. Aounting for wall e�ets by ellipti relaxation.The aim of this work is to aount for the wall-indued e�ets on the turbulene in single pointlosures. Sine the knowledge of the turbulene harateristis below the logarithmi layer is very im-portant, espeially for the predition of heat transfer between the uid and the walls, models integrabledown to solid boundaries are needed.Standard low-Reynolds-number models, derived from high-Reynolds-number models, inherit short-omings due to the use of the quasi-homogeneous and loal assumptions for the redistribution term. Analternative method, proposed by Durbin, onsist in expressing this term as the solution of a di�erentialequation, the so-alled ellipti relaxation equation. Sine the assumptions of the model for the two-pointorrelations between veloity and pressure gradient were originally introdued on an intuitive basis, aDNS database analysis of these orrelations has been performed. It has been shown that the assumptionsare onsistent with the data, but an be modi�ed in order to aount for the inhomogeneity and theanisotropy. New formulations of the ellipti relaxation equation have then been derived, whih behavemore orretly in the logarithmi layer than the original model.The version of Durbin's model redued to three transport equations, the v2{f or k{"{v2 model, hasbeen implemented in the �nite element industrial ode N3S developped at EDF, whih uses unstruturedmeshes. Validations on the hannel and bakstep ows have been performed, and the model has beenapplied to the ase of the ribbed-hannel, inluding heat transfer. The preditions obtained, in partiularregarding the Nusselt number, show the ability of the model to reprodue ases relevant to industrialappliations.Keywords: near-wall ow; turbulene modelling; Reynolds-averaged Navier{Stokes equations; lowReynolds number; non loal e�et; bloking e�et; visous sublayer; redistribution; ellipti relaxation;analysis of a diret numerial simulation database; unstrutured mesh; hannel ow; bakstep ow;ribbed-hannel ow; heat transfer.Disipline : Sienes de l'ing�enieur


